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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


21. Band, Heft 7 30. Dezember 1939 8. 289—336 


Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


© Lautman, Albert: Essai sur ’unit& des seienees mathömatiques dans leur d&ve- 
loppement actuel. (Actualit&s scient. et industr. Nr. 589. Le progrös de Pesprit. Exposes 
publi&s par L. Brunschvieg. IV.) Paris: Hermann & Cie. 1938. 61 pag. Fres. 15.—. 
@ Lautman, Albert: Essai sur les notions de structure et d’existence en math6- 
matiques. I. Les schömas de structure. II. Les schömas de gendse. (Aectualitös seient. 
et industr. Nr. 590/591. Le progr&s de l’esprit. Expos6s publies par L. Brunschvieg. 
V/VI) Paris: Hermann & Cie. 1938. 82 pag. Fres. 20.—; 80 pag. Fres. 20.—. 
Erstes Heft: Der Dualismus zwischen der klassischen Methode, die einen festliegen- 
den Zahlbegriff an die mathematischen und physikalischen Einzelgebiete herantrage, 
und der neueren abstrakten Methode, die jeweils vom Einzelgebiet aus ein zugehöriges 
Größensystem mit bestimmten Eigenschaften definiere, wird vom Verf. (der einleitend 
an eine kurze Herausarbeitung dieses Dualismus durch Weyl — Gruppentheorie 
und Quantenmechanik, S. VI— anknüpft) an vier Klassen von Beispielen (Dimensions- 
theorie, geometrische Funktionentheorie, Pfaffsche Formen, analytische Zahlentheorie) 
verdeutlicht und mit dem Ziele erörtert, die hinter verschiedenartiger Methodik erkenn- 
bare Einheit der Mathematik hervortreten zu lassen. — Zweites und drittes Heft: 
Unter Herausarbeitung des Gemeinsamen scheinbar gegensätzlicher oder auch nur 
scheinbar zueinander fremder methodischer Prinzipien gelangt der Autor zu einem 
„Begriff der ‚mathematischen Wirklichkeit‘, in dem sich die Beständigkeit der logischen 
Begriffsbildungen und die Bewegtheit, von der die Theorien leben, verbinden“ (8. 12). 
Eine Reihe von Einzelbeispielen aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik dient 
dem Verf. zur Skizzierung seines Wirklichkeitsbegriffs; diese Beispiele sind in sechs 
Gruppen georanet: I. Strukturbegriffe: le local et le global; proprietes intrinseques et. 
proprietes induites; la mont£e vers l’absolu oder auch: vers l’ach&vement (Galoisfeld, 
Klassenkörper, universelle Überlagerung, Uniformisierung u. dgl.); II. Existenzbegriffe: 
Essence et existence, les mixtes (Übergangsbegriffe); du caract£re exceptionnel de 
Vexistence. Arnold Schmidt (Marburg a.d.L.). 


@ Lautmann, A.: Nouvelles recherches sur la structure dialeetique des mathe- 
mathiques. (Actualites seient. et industr. Nr. 804.) Paris: Hermann & Cie. 1939. 


© Cavaillös, Jean: Möthode axiomatique et formalisme. I. Le problöme du fonde- 
ment des mathömatiques. II. Axiomatique et systöme formel. III. La non-contradietion 
de Parithmötique. (Aetualites seient. et industr. Nr. 608—610. Le progrös de V’esprit. 
Exposös publi6s par L. Brunschvieg. IX—XI.) Paris: Hermann & Cie. 1938. Nr 608, 
84 pag. Fres. 20.—, Nr 609, 50 pag. Fres. 18.—, Nr 610, 72 pag. Fres. 18.—. 

Der dreigliedrige Zyklus stellt einen ausführlichen Überblick über die Entwicklung 
der mathematischen Grundlegung, insbesondere der Axiomatik und der Beweistheorie, 
dar. Heft I: Die Einleitung greift nach Berücksichtigung der Pariser funktionentheore- 
tischen Schule und des Intuitionismus auf die philosophischen Ursprünge der Grund- 
lagenforschung (Descartes, Leibniz, Kant) zurück. — Bei der Erörterung der Grund- 
ansätze der Axiomatik des vorigen Jahrhunderts werden neben den logisch arith- 
metischen die einschlägigen geometrischen Problemstellungen hervorgehoben. In 
Heft II werden die Hauptforderungen der Axiomatik eingeführt, die wichtigsten Teile 
der symbolischen Formalisierung der Mathematik skizziert und die Grundposition 
der Hilbertschen Beweistheorie auseinandergesetzt. Heft III bringt nach Behandlung 
der Widerspruchsfreiheitsbeweise und einiger fundamentaler beweistheoretischer Sätze 
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eine Gegenüberstellung der Einstellungen und Hauptprobleme der Grundlagen- 
forschung. — Als Anhänge sind recht reichhaltige Literaturverzeichnisse beigegeben. 
Arnold Schmidt (Marburg, Lahn). 


Lietzmann, W.: Über das Verhältnis von Definition und Lehrsatzgefüge. Mh. Math. 
Phys. 48, 141—146 (1939). i 

Lorenzen, P.: Die Definitisn durch vollständige Induktion. Mh. Math. Phys. 47, 
356—358 (1939). 

Verf. beweist die Zulässigkeit der induktiven Definition, ohne (wie Dedekind) 
die Ordnung heranzuziehen: Sei ECM, p eine Abbildung von M in M. Es gelte 
a=b, wenn p(a)=9(b); und (Induktionsaxiom) N=M, wenn ECNCM und 
mita auch (a) € N. y sei eine Abbildung der Vereinigungsmenge von E und der Menge 
der Paare (m, a) (mit m€ M und a€ A) in eine Menge A. Verf. zeigt (mit induktiven. 
Schlüssen), daß der Durchschnitt aller mehrmehrdeutigen Relationen a Rn, für die gilt: 
y(n)Rn für nE E,und y(p(n), b) Rp(m) für p(n) € M und bRn, die einzige einmehr- 
deutige Relation mit diesen Eigenschaften ist. Hermes (Bonn). 


@ Reichenbach, H.: Introduetion & la logistique. (Actualites seient. et industr. 
Nr. 794.) Paris: Hermann & Cie. 1939. 


Moisil, Gr. C.: Recherches sur le syllogisme. Ann. Sci. Univ. Jassy, I: Math. 25, 
341—384 (1939). 

Die aristotelische Syllogistik des „Klassenkalküls‘“ wird nach verschiedenen Ge- 
sichtspunkten untersucht und verallgemeinert. So insbesondere für den Fall, daß man 
die auftretenden Klassen als nicht leer, bzw. als nicht allumfassend, voraussetzt; ferner 
für mehr als zwei Prämissen; dann auch mit der Modifikation, daß der Begriff „alle“ 
durch „fast alle“, in verschiedenen Bedeutungen, ersetzt wird, wodurch sich u.a. 
Beziehungen zum Wahrscheinlichkeitsbegriff ergeben. Es folgen Anwendungen auf 
den Aussagenkalkül, insbesondere den Kalkül von Heyting; es werden ferner einige 
Ableitungen in dessen Prädikatenkalkül durchgeführt und gezeigt, daß die Verknüp- 
fungsbegriffe der Syllogistik hierin (da der Satz vom ausgeschlossenen Dritten nicht 
zur Verfügung steht) auf mannigfach verschiedene Weise definiert werden könnten.. 

Gerhard Gentzen (Göttingen). 


Novikoff, P.: Sur quelques th&or&mes d’existenee. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s.. 
23, 438440 (1939). 

Der klassische Aussagenkalkül wird durch Zulassung von Disjunktionen und Kon- 
junktionen mit abzählbar unendlich vielen Gliedern erweitert; hierfür wird der Begriff 
der „wahren Formel“ definiert und gezeigt, daß, wenn eine unendliche Disjunktion 
von endlichen Formeln wahr ist, bereits ein endlicher Teil derselben wahr sein muß. 

Gerhard Gentzen (Göttingen). 


Churehman, €. West: On finite and infinite modal systems. J. Symbolic Logic 3, 
77—82 (1938). 

Untersuchungen zu den von O. Becker (Jb. Philos. u. phänomenolog. Forschg. 11, 
497 ff) angegebenen modalitätenlogischen Kalkülen; insbesondere werden die Reduktion 
auf Grundmodalitäten und der Schluß von einer Implikation auf die entsprechende 
Möglichkeitsimplikation behandelt. Arnold Schmidt (Marburg, Lahn). 


Menger, Karl: A logie of the doubtful. On optative and imperative logie. Rep. 
Math. Colloq., Publ. Univ. Notre Dame, II. s. Nr 1, 53—64 (1939). 

1. Verf. entwickelt Ansätze zu einer Aussagenlogik, die zu den Wahrheitswerten 
„wahr“ und ‚falsch‘ eine dritte Modalität ‚‚zweifelhaft‘ hinzunimmt. Im Unterschied 
zu den mehrwertigen Systemen von Post (Amer J. Math. 43, 180ff.) und Lukasiewicz 
(C. R. Soc. Sci. Varsovie, Cl. III, 23) wird, wie bei Reichenbach (dies. Zbl. 10, 364; 
$74), die Modalität einer Verknüpfung zweier Aussagen nicht allein von den Modalitäten 
beider Aussagen abhängig angesetzt, sondern erweist sich — wenn man dem Sprach- 
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gebrauch entsprechen will — für den Fall, daß beide Teilaussagen „zweifelhaft“ sind, 
als abhängig von einer gewissen Kopplungsart beider Aussagen (vgl. den „Kopplungs- 
grad“ bei Reichenbach, 1.c.); es erweisen sich 7 verschiedene Kopplungsarten als 
möglich. — 2. Verf. entwirft dann, nach einer Kritik eines Systems von Mally (Grund- 
gesetze des Sollens. Graz 1926), Grundzüge einer Logik des Befehlens und Wünschens. 
Dieses bezieht sich naturgemäß auf „zweifelhafte‘‘ Aussagen. Gewünschte Ereignisse 
lassen sich anordnen nach dem Grad ihres Erwünschtseins. Ferner sind Wünsche 
häufig von der Gültigkeit gewisser Bedingungsaussagen abhängig, oder auch gegen- 
seitig untereinander. Diese Möglichkeiten werden für den Fall von einer und von zwei 
Aussagen durchdiskutiert. Gerhard Gentzen (Göttingen). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Teichmüller, Oswald: Braucht der Algebraiker das Auswahlaxiom? Deutsche 
Math. 4, 567—577 (1939). 

Für einige Beweise in der Algebra und Analysis braucht man statt des Auswahl- 
prinzips nur das schwächere Prinzip C, das so lautet: M sei eine Menge. Jedem 
x in M und jeder natürlichen Zahl n sei eine nichtleere Teilmenge N,(x) von M zu- 
geordnet. Ein Element x, sei gegeben. Dann gibt es eine Folge x,, %,,......, derart, 
daß &,+, stets in N,(x) liegt. Alle anderen Anwendungen, die bisher in der Algebra 
vom Auswahlprinzip gemacht worden sind, beruhen auf einem Prinzip D, das dem 
Auswahlprinzip äquivalent ist, und das so formuliert werden kann: X sei eine Menge 
von endlichen Teilmengen der Menge M, die die leere Menge enthält. Dann gibt es 
eine maximale Teilmenge T von der Art, daß jede endliche Teilmenge von T in X liegt. 

van der Waerden (Leipzig). 


Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 

Radon, Johann: Ein Satz der Matrizenreehnung und seine Bedeutung für die 
Analysis. Mh. Math. Phys. 48, 198—204 (1939). 

Verf. beweist den folgenden Satz: Zu zwei gegebenen Matrizen A, B läßt sich stets 
eine symmetrische Matrix S so bestimmen, daß der Rang von AS + B mit dem von 
(A, B) übereinstimmt. Verf. zeigt, daß damit ein Problem der Theorie der Berührungs- 
transformation und ein solches der Variationsrechnung einfach gelöst werden kann. 

Wegner (Heidelberg). 


Amato, V.: Determinanti e matriei eircolanti. Esercit. Mat., II. s. 11, 159—163 
(1938). 

L’aut. consid&re les matrices de la forme M(w) = (a,,), A a, = Or Wm_-irk+1> 
fr=1lsii<k r=wsii>k, ,k=1,2,...,0n,,;=4a; et dont le deter- 
minant se döcompose en un produit de n facteurs lineaires en a,. Le produit de 
deux matrices de cette forme est une matrice de la m&me forme. Si Z est la 
matrice unite et W la matrice (c;,) avec ,ı = ®, G;,;41 = 1, les autres = (0, on a 
M(o) =a,E+@W +0a,W°+ -:- +a,W"-! d’oü resultent, en particulier, les 
valeurs caract£eristiques de M (w). L’aut. considere aussi les matrices de la forme (a;;) 
ou Gr = Oi Ürk-1 Oik = lsı > k, Oi = st? < k, 1, = ir 2, N Ani 
et leurs determinants. T. Popovieiu (Cernäuti). 

Thurston, H. $.: On the number of sets conjugate to a matrix with linear elementary 
divisors. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 474—476 (1939). 

Let M be a matrix of order n with complex elements whose elementary divisors 
are linear, and whose minimum equation is of degree r. There exists (not uniquely) 
a non-derogatory matrix A having simple latent roots such that M is a polynomial in A. 
In the ring R(A), M has [(r — 1)!]°"! sets of conjugates with respect to its minimum 
equation, of which [(r — 1)!]°"? consist of polynomials in M. MacDuffee (Madison). 

19* 
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Thrall, R. M.: Apolarity of trilinear forms and peneils of bilinear forms. Bull. Amer. 
Math. Soc. 44, 678—683 (1938). 

Es seien F(z, y,2) =Da,;%yY:2, und F = Dbnytnyız 2 trilineare Formen. 
Die Anzahlen der x, y, 2 seien r,, m, n, bzw. r;, m, n (r, und r}, sind höhere Ranginvari- 


MN 
anten). Die beiden Formen heißen h-apolar, wenn Day,,b,;5=0, h=1,...rn, 


i,j= 
r=]1,...,r,, und rn +r,= mn. Es werden die Kaistenz und Eigenschaften der zu 
F apolaren Formen erörtert. Insbesondere ist eine Klasseneinteilung möglich. Mit 
Hilfe des Begriffes „‚apolar‘‘ werden singuläre Scharen bilinearer Formen auf eine neue 
Art klassifiziert. Hofreiter (Wien). 


Viola, Tullio: Sulle equazioni algebriche a eoefficienti reali. Accad. Sci. Fis. e 
Mat. Napoli, Rend., IV.s. 8, 76—83 (1938). 

Verf. beweist folgenden Satz: Damit ein Polynom h-ten Grades mit reellen Koeffi- 
zienten in ein Produkt zweier Polynome zerfällbar sei, deren erstes (Grad k) nur 
Wurzeln mit negativem Realteil habe, während das zweite nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen der Veränderlichen enthalte, ist notwendig und hinreichend: 1. daß die 
ersten k Hurwitzschen Determinanten des gegebenen Polynoms positiv sind, 2. daß die 
mit den ersten k +1 Spalten der Hurwitzschen gebildete (unendliche) Matrix den 
Rang k habe. Wenn diese Zerlegung möglich ist, so ist sie auf rationalem Wege her- 
stellbar. — Nachdem in einer anderen Note des Ref. die n. u. h. Bedingung dafür ge- 
geben wurde, daß ein Polynom mit lauter geraden Potenzen von x nur rein imaginäre 
Nullstellen besitze, löst das Ergebnis des Verf. vollständig das Problem, zu erkennen, 
ob eine gegebene algebraische Gleichung nur Wurzeln mit nicht negativem Realteil 
hat .oder nicht. C. Miranda (Torino). 


Colueei, Antonio: Sopra i polinomi definiti e le equazioni algebriche a coefficienti 
eomplessi. Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 3, 84—95 (1939). 

Verf. beweist folgenden Satz: Seien u(z), v(z2) zwei Polynome gleichen Grades n 
mit reellen Koeffizienten; notwendig und hinreichend dafür, daß alle Wurzeln der 
Gleichung u(z) + iv(z) = 0 negativen (positiven) Imaginärteil zeigen, ist, daß alle 
Wurzeln der Gleichungen u(z) = 0 und v(z) = O reell sind und sich gegenseitig trennen, 
und daß weiter das Produkt der Koeffizienten bei den höchsten Potenzen in u, v 
positiv (negativ) sei. Ein analoger Satz gilt für (Grad u) = (Grad v) +1. Diese Er- 
gebnisse lassen sich auch verknüpfen mit der Zerlegung eines definiten Polynoms in 
Summen von Quadraten; hierzu gibt Verf. einen neuen Beweis eines Theorems von 
Hurwitz. C. Miranda (Torino). 


Tietze, Heinrich: Über symmetrische Funktionen von endlich oder abzählbar un- 
endlich vielen Veränderlichen. Mh. Math. Phys. 48, 487—499 (1939). 

Im vorliegenden ersten Abschnitt dieser Arbeiı wird dem Fundamentalsatz der 
Theorie der symmetrischen Funktionen ein neuer Beweis gewidmet, der mit dem Perron- 
schen Beweis verwandt ist. Bedeutet allgemein X = s{’...s@* ein Potenzprodukt 
der symmetrischen Grundfunktionen und Y=Dxit...z’r die durch das ange- 
gebene Potenzprodukt erzeugte symmetrische Funktion, so ist unmittelbar klar, daß 
die X des Gewichtes p sich linear in den Y“) desselben Grades p ausdrücken: 
X — DC, Y®. Zum Beweis des Fundamentalsatzes wird nun gezeigt, daß (C',,) 
eine quadratische Matrix ist, welche bei geeigneter Numerierung der X und Y in einer 
Diagonale lauter Einer und rechts oder links davon lauter Nullen aufweist. Das wird 
am einfachsten durch eine lexikographische Anordnung der Y erreicht, die ihrerseits 
durch geeignete Festsetzungen eine eindeutig entsprechende Anordnung der X indu- 
ziert, auf deren Grund dann noch weitere interessante Eigenschaften folgen, welche 
im nächst erscheinenden Abschnitt ihre fernere Ausgestaltung erfahren sollen. 


W.Gröbner (Rom). 
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Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 


Behrend, Felix: Über Systeme reeller algebraischer Gleichungen. Compositio Math. 
7, 1—19 (1939). 

H. Hopf und E. Stiefel [vgl. dies. Zbl. 14, 416 (Stiefel) und eine demnächst 
in der Compositio Mathematica erscheinende Arbeit (Hopf)] haben mit topologischen 
Hilfsmitteln Sätze folgender Art über Systeme reeller Funktionen, insbesondere über 
reelle.Förmen, bewiesen: n Formen in zwei Reihen von Veränderlichen Ne 
und %ı,...,%, mit reellen Koeffizienten und ‚on ungeradem Homogenitätsgrad in 
jeder der beiden Reihen mögen definit heißen, wenn sie nur die beiden trivialen Null- 
lösungen, ==. - =n,undy=Y = :-: = y,haben. Dann ist für die Existenz 
eines definiten Formensystems dieser Art notwendig, daß die Binominalkoeffizienten 
(%) mitn — r< k< s sämtlich gerade sind; speziell gilt für das bei gegebenen r und s 
kleinstmögliche n = n*(r, s) die Abschätzung n* > Max (r, s). Für diesen Satz wird 
in dieser Arbeit ein rein algebraischer Beweis gegeben, der sich auf die von van der 
Waerden entwickelten Methoden (vgl. insbesondere dies. Zbl. 9, 225) der algebraischen 
Geometrie stützt. Die Koeffizienten der Formen dürfen dabei als formal reell im 
Sinne von Artin und Schreier vorausgesetzt werden. Weiter wird ein hinreichendes 
Kriterium für die Existenz eines definiten Formensystems der genannten Art ange- 
geben, welches z.B. fürr =1,...,8 zusammen mit dem ersten Satz n*(r, r) zu be- 
stimmen erlaubt. n(r, r) = r kann nur eintreten, wenn r Potenz von 2 ist. Besondere 
Anwendungen ergeben sich für Bilinearformen, beispielsweise auf die Anzahl der Ein- 
heiten einer nichtassoziativen Divisionsalgebra über dem reellen Zahlkörper. Ferner 
ergibt sich eine Anwendung auf die Reyesche Apolaritätstheorie. Wolfgang Franz. 

Krull, Wolfgang: Funktionaldeterminanten und Diskriminanten bei Polynomen in 
mehreren Unbestimmten. Mh. Math. Phys. 48, 353—8368 (1939). 

Den Entwicklungen liegt ein Polynomring B = K[x,, . . -, %,] zugrunde, wo K 
ein vollkommener Körper ist. Im elementaren Falle eines Polynoms in einer einzigen 
Veränderlichen ist die Diskriminante bekanntlich eine homogene, ganzzahlige Form 
der Koeffizienten des Polynoms, deren Verschwinden anzeigt, daß das betrachtete 
Polynom mit seiner Ableitung einen Faktor gemeinsam hat, d.h. mindestens eine 
mehrfach zu zählende Nullstelle besitzt. Bei mehreren Veränderlichen tritt nun an die 
Stelle des Polynoms ein (homogenes, nulldimensionales) Polynomideal a = (91, - - -, @n)s 
an die Stelle der mehrfachen Nylistellen isolierte Primärkomponenten von a, die echte 
Primärideale sind, und gewisse Funktionaldeterminanten an die Stelle der einfachen 
Ableitung. Satz]1.($1), der auch in einem weiteren Zusammenhang Bedeutung hat, 
beantwortet nun die Frage, wann eine jede beliebige s-reihige Funktionaldeterminante 
ee ‚(fis---‚/) Ca, mit a einen Primteiler p gemeinsam hat. Hat p den 
„Dimensionsdefek “y(r=n-—.d,d = projektive Dimension von p), so ist das immer 
der Fall, sobald s>r + 1, für s= r aber nur dann, wenn a durch ein zu p gehöriges 
echtes Primärideal teilbar ist. Der Beweis des Satzes erfolgt für den speziellen Fall, 
daß a ein Primärideal ist; der allgemeine Fall ist dann leicht zu erledigen ($ 2). Dieser 
Satz gibt viel mehr an die Hand, als zur Aufstellung der Diskriminante ($ 3) in der 
bereits bei Kronecker vorliegenden Gestalt benötigt wird (Anm. 13); seine Ergebnisse 
dürften aber, wie der Verf. bemerkt, für eine wünschenswerte Modernisierung der 
übrigen hierher gehörigen Entwicklungen, die sich beiKronecker und König finden, 
von Nutzen sein. Auch dürfte er wohl die Verallgemeinerung der Diskriminante auf 
mehrdimensionale Ideale nahelegen. — In $ 4 werden noch die wichtigsten Eigenschaften 
der Diskriminante in allgemeiner und strenger Form hergeleitet und vor. allem der 
Irreduzibilitätsbeweis von König richtiggestellt, denn tatsächlich kann die Irredu- 
zibilität der aufgestellten Diskriminan.e nur dann behauptet werden, wenn die Charakte- 
ristik von K nicht 2 ist. W.Gröbner (Rom). 
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@ Dickson, L. E.: Algebras and their arithmeties. Reprint of 1923 edit. New York: 
G. E. Stechert & Co. 1938. XII, 241 pag. $ 2.50. 


Nakayama, Tadasi: On Frobeniusean algebras. I. Ann. of Math., II. s. 40, 611—633 
1939). 
Eine Algebra A mit Eins über dem Körper F heißt eine Frobenius-Algebra (F.A.), 
wenn die rechte Hauptdarstellung von A zur linken äquivalent ist. A heißt eine Quasi- 
Frobenius-Algebra (Q.F.A.). wenn die beiden Hauptdarstellungen die gleichen in- 
äquivalenten unzerlegbaren Bestandteile enthalten. Wird mit r($) (L(8)) die Gesamt- 
heit aller Rechts- (Links-) Annulatoren einer Teilmenge $ von A bezeichnet, so gilt: 
Wenn A eine Q.F.A. ist, so wird (a): I(r(l) =1 für jedes Linksideal und r(I(t)) = t 
für jedes Rechtsideal t von A. Ist A eine F.A., so wird außerdem (b): (1: F) + (r(): F) 
=(A:F) und (t:F) + (lv): F)=(4A:F) für alle r und I. Umgekehrt ist A eine 
Q.F.A., wenn (a) für jedes nilpotente einfache Rechtsideal r, für jedes nilpotente 
einfache Linksideal!, für das RadikalN =r =! undfürr =! = Ogilt. Gilt außerdem 
(b) für jedes nilpotente einfache r und I, so ist A eine F.A. Es werden noch einige 
speziellere Sätze über die Beziehungen zwischen den Idealen einer Q.F.A. oder F.A. 
bewiesen. Z. B. gilt in jeder Q.F.A. für das Radikal N die Gleichung r(N?) = (N?) 
fürj=1,2,3,... In einer F.A. ist ein zvreiseitiges Ideal 3, das Linkshauptideal ist, 
3 = Ac, auch Rechtshauptideal mit dem gleichen erzeugenden Element 3=cA. 
Ist 3 ein zweiseitiges Ideal der F.A. A, so ist A/3 dann und nur dann eine F.A., wenn 
das (zweiseitige) Ideal r(3) Hauptideal ist, 3; = Ac=cA. Zum Schluß werden noch 
symmetrische Algebren untersucht, das sind solche F.A., bei denen die rechte Haupt- 
darstellung mittels einer symmetrischen nichtsingulären Matrix in die linke transfor- 
miert werden kann. Deuring (Jena). 
Gelfand, I.: On normed rings. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 23, 430—432 (1939). 
Vorankündigung von Resultaten, deren ausführliche ‚Begründung demnächst 
im Rec. math. Moscou erscheinen wird. In einem kommutativen Ring R mit 
Einselement, der zugleich einen vollständigen normalen Raum bildet, in dem eine 
Multiplikation mit komplexen Zahlen erklärt ist, bilden die Maximalideale bei geeigneter 
Topologisierung einen bikompakten Hausdorffschen Raum M. R kann homomorph 
auf den Ring der stetigen Funktionen auf M abgebildet werden; es ergibt sich ein 
einfaches notwendiges und hinreichendes Kriterium dafür, daß dieser Homomorphismus 
ein Isomorphismus ist. Wolfgang Franz (Gießen). 
Etherington, I. M. H.: On non-assoeiative ecombinations. Proc. roy. Soc. Edin- 
burgh 59, 153—162 (1939). 

Die verschiedenen Bedeutungen von x” in einer nicht-assoziativen Algebra werden 
Gestalten (shapes) genannt. Einer Gestalt entspricht ein Baum, in dem jeder Knoten- 
punkt einer Zerlegung des Produktes in zwei Teilprodukte entspricht. Für Gestalten 
kann eine Multiplikation und eine Addition definiert werden: die Multiplikation ent- 
spricht der Bildung von (x*)”, die Addition der Bildung von 2" - x”. Gestalten können 
nach ihrem Grad n, ihrer Höhe & und ihrer Mutabilität u klassifiziert werden. Die 
Mutabilität ist die Anzahl der Knotenpunkte im Baum, deren zwei Faktoren nicht 
dieselbe Gestalt haben. Die Anzahl der Gestalten von gegebenem Grad ö und Mu- 
tabilität u ist Nu = Mey 

u u» 


wobei Cs, die Anzahl der Gestalten ist, die sich nicht durch Vertauschung von Faktoren 
ineinander überführen lassen. Nun wird, neben anderen elementaren Anzahlrelationen, 
eine Rekursionsformel für c;„ und eine Funktionalgleichung für 


| Io) = Zen ye 
hergeleitet. | zZ van der Waerden (Leipzig). 
Rella, Tonio: Über positiv-homogene Funktionen ersten Grades einer Matrix. 
Mh. Math. Phys. 48, 84—95 (1939). 
Wird verlangt, jeder Matrix A (mit komplexen Matrixelementen) eine reelle 
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Zahl @(A) zuzuordnen, die stetig von den Matrixelementen abhängt und für die 
»(y4) = |y|p(4) 
gelten soll, und verlangt man weiter 
p(4?) = p*(A) (a) 
und 9(A).= 0 für nilpotente Matrizes und nur für diese, so findet man nur eine Lösung, 
nämlich @(4A) = |A| = Betrag de: absolut größten Elementarteilers von A. Verlangt 


man statt (a) aber p(A4) = p2(4) (b) 
und 9(A) = 0 nur für A = 0, so findet man als einzige Lösung 


+4 =[Al=YlAA. 


Die letztere Funktion ist ein Spezialfall der allgemeineren 


(A)=Yait+t +, F 
wobei V>&>-:->a2>0 die Elementarteiler von AA sind. Für diese werden 
die Ungleichungen 
p(A+B)=pr(A) + Yr(B), Yr(AB) = Yr(A) - Yr(B) 
bewiesen, aus denen weitere Ungleichungen folgen, z. B. 


A| = [4]. van der Waerden (Leipzig). 
Zahlentheorie: 

Sprague, R.: Beispiel einer Zerlegung des Quadrats in lauter verschiedene Quadrate. 
Math. Z. 45, 607—608 (1939). 

Die Konstruktion dieses Beispiels stützt sich auf einen Satz von A. Stöhr (dies. 
Zbl. 20, 51). Eichler (Göttingen). 

Redei, L.: Die Diophantische Gleichung max? + ny? = z*. Mh. Math. Phys. 48, 
4360 (1939). 

Zunächst wird folgendes Kriterium für die Lösbarkeit von mz? + ny? = z* mit 
(x, y) =1 (diese Bedingung ist hier wichtig), 2 4 z für quadratfreies mn = —1 be- 
wiesen: Ist 2*|k, 2*+1 k und (m) = m? in P(y- mn), so ist die Gleichung dann und 
nur dann lösbar, wenn die Klasse von m eine 2*. Potenz ist. Speziell für k=4 erhält 
man so ein Kriterium, das sich mit Hilfe des vom Verf. eingeführten zahlentheoretischen 
Symbols {D,, D,, m} (dies. Zbl. 21, 7) aussprechen läßt und das in seiner praktischen 
Anwendung darauf hinauskommt, daß man die Lösbarkeit einiger Diophantischer 
Gleichungen aa? + by? +c2?=0 mit abe|mn untersucht. Reichardt (Leipzig). 

Mardjaniehvili, Constantin: Sur un systeme d’&quations de Diophante. C.R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 22, 467—470 (1939). 

Verf. leitet mit Hilfe eines Satzes von Vinogradoff (dies. Zbl. 19, 249) eine asym- 
ptotische Formel her für die Anzahl der ganzen Lösungen ,—>0 (o=1,2,...,s) 
des Systems +25 +4+ + =N, (r=19,..,n;s>n>2 
und zwar im Falls>5n(n +1) (n + 2)logn. Früher hatte Verf. diese Formel im 
Falls > 2?"n! (n + 1)? nachgewiesen [Bull. Acad. Sci. URSS 4 (1937); dies. Zbl. 15, 4]. 

J.F. Koksma (Amsterdam). 

Mahler, K.: A proof of Hurwitz’s theorem. Mathematica, Zutphen B 8, 57—61 
(1939). 

Elementarer Beweis des folgenden Hurwitzschen Satzes: Sind a, b, c, d reell mit 
Determinante ad — be=1, und ist e>0, so gibt es ganze u und ® mit 


(au +bo)(cu +do) Sn lau+bul<e, @+0%>0. 
Für BERKaL Re. er ae 


2y5 vw ey 5 
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ist bei allen Paaren ganzer u, v + 0,0 
(au +bv)(eu+do)| 2 
J. F. Koksma (Amsterdam). 
Jarnick, Vojtöch: Sur les solutions approch&es de l’&quation &ı 4, +22 + = 
en nombres entiers &, &2, &0. Mem. Soc. Roy. Sci. Bohöme 1938, Nr 7, 1—26. 
Es bedeute y(0,,.... ., 6,) für reelle 0,,...., 0, die obere Grenze aller ß für die die 


Ungleichung 19 +. ++ Den 
unendlich viele ganzzahlige Lösungen x,, . . -, &%„ mit 
s=Max(|2,|,...,|%)) >0 (1) 


hat. Es bedeute y’(0,,..., 0,) die analoge Zahl, die man bekommt, wenn man in (1) 
noch die Bedingung %, %, . ... 2, + 0 hinzufügt. Verf. gibt nun genaue Schranken für 
y(0,, 0,) und y’(9,, 0) an unter der Voraussetzung, daß y(6,) und Y(6,) vorgegeben 
sind. , Weitere Literatur im Kapitel V des Berichtes „Diophantische Approximationen“ 
des Ref. (Erg. Math. 4, H. 4). J. F. Koksma (Amsterdam). 

Mahler, Kurt: Bemerkungen über die diophantischen Eigenschaften der reellen 
Zahlen. Mathematica, Zutphen B 8, 11—16 (1939). 

Die bei Untersuchungen über diophantische Approximationen benötigten Eigen- 
schaften der reellen Zahlen & werden vollständig aufgezählt: A. Allgemeine Eigenschaf- 
ten: sie bilden einen Körper, der als perfekte Erweiterung des Körpers der rationalen 
Zahlen & zu betrachten ist i. b. auf die Archimedische Absolutbewertung |x|. B. Das 
Schubfachprinzip. €. Diophantische Eigenschaften: 1. Ist a ganz rational und || > 0, 
so ist sogar || >1. 2. Für jedes natürliche k gibt es mindestens 2% + 1 verschiedene 
ganze rationale a mit |a|<%. 3. Für jedes natürliche k gibt es höchstens 2k +1 
verschiedene ganze rationale Zahlen a mit |a|<k. 4. Zu jeder reellen Zahl & gibt 
es mindestens eine ganze rationale Zahl a mit a — «| <=}. 5. Sind &,, 3, . . ., &gx 
eine gerade Anzahl von reellen Zahlen, so gibt es zwei dieser Zahlen &; und «, mit 
‘=#+j und 

27 lu — ,lS35 Max(|on]....,|os2)). 
6. Sind &,,-. -, &gx+1ı eine ungerade Anzahl von reellen Zahlen, so gibt es zwei dieser 
Zahlen &; und x, mit #7 und 


1 
Is — %,|=-, Max(|o,|,...,|&srHıl)- 


Verf. zeigt nun, daß unter Voraussetzung von A und B, die Eigenschaft C, aus C, 
und CO, folgt, CO, aus O,, C, und (, folgt, CO, aus C,, C, und (, folgt, CO, aus O,, C,, O3 
und C, folgt. J. F. Koksma (Amsterdam). 

Hasse, H.: Simultane Approximation algebraischer Zahlen durch algebraische 
Zahlen. Mh. "lath. Phys. 48, 205—225 (1939). 

S. dies. Zbl. 21, 6. Die vorliegende Arbeit bringt den ausführlichen Beweis des 
dort zitierten Satzes. J. F. Koksma (Amsterdam). 

Davenport, H.: Minkowski’s inequality for the minima associated with a econvex 
body. Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 119—121 (1939). 

A very simple proof of the following theorem of Minkowski (Geometrie der Zahlen. 
Kap. V. Berlin 1910): Let for any A >0 Ak denote the domain of all points (Az, ,.. ., 
Az,), where (21, ..., 2,) is a point of the convex body k in n-dimensional space with 
the Origin O as centre. Let A, be the least number for which the domain 4, k has a 
lattice-point, say P, on its boundary. Let A, be the least number for which A,k has a 
lattice-point P, not colinear with O and P, on its boundary; let A, be the least number 
for which A; has a lattice-point P, not coplanar with O, P, and P, on its boundary, etc. 
This process defines the n numbers A, <A,<S'':<A,. The theorem asserts that 

Ay Ag... AV) 2*, 
where V (k) is the volume of k. J. F. Koksma (Amsterdam). 
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Corput, 3. 6. van der, et Ch. Pisot: Sur la diser&panee module un. (I. comm.) Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 476-486 (1939). 

Im Bericht des Ref. ‚„‚Diophantische Approximationen“ [Erg. Math. 4, H. 4 (1936)] 
wird auf 8.95 ein van der Corputscher Satz zitiert, der eine Verschärfung eines mit 
elementaren Hilfsmitteln bewiesenen wichtigen Vinogradoffschen Satzes darstellt und 
dessen Beweis bis jetzt nie publiziert wurde. Vorliegende Abhandlung bringt den 
Beweis jenes Satzes, sogar in folgender, etwas schärferen Gestalt: Sei U ein System 
von n reellen Zahlen u,,...,%, sei D(U), die Diskrepanz mod 1 des Systems U, 
folgendermaßen definiert: Für reelle &, A(0 <A << 1) bedeute N(«, A) die Anzahl der 
Zahlen von U, welche (mod 1) den Ungleichungen x <u< & + A genügen und es werde 


N(o,4) =n(A + D(o, A)) 
gesetzt; nach Definition ist D(u) die obere Grenze aller |D(«, A)| bei beliebiger Wahl 
der reellen x und A (O<=<4<1). Es gilt nun der Satz: 


: 402 logD (UD;) 
pw <2?*V 2 YDD,), 


wenn U, das System der n? Zahlen „— uw e=1,2,...,n; u=1,2,...,n) dar- 
stellt. Der Beweis ist elementar, d.h. er macht keinen Gebrauch von transzendenten 
Hilfsmitteln, wie die Weylsche Methode. J. F. Koksma (Amsterdam). 


Corput, 3. G. van der, et Ch. Pisot: Sur un probleme de Waring gen£ralise. L..u.Il. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 346—354 u. 400-411 (1939). 


Bei gegebenen ganzen Zahlen b,, (u=1,...,m;v=],...,n) seien tj,..., im 

ganze Zahlen, für die das Gleichungssystem 
N 

bu» =t, (keinem) (1) 

eine ganzzahlige Lösung v,,...,%, hat. Nun seien f(x) @=1,...,n) Polynome 

mit ganzen Koeffizienten und den Graden k,>2. Für jede Primzahlpotenz q seien 

die Kongruenzen 5 

2 Barls(yo) = iu (modg) (u = 1, 5 m) 

gleichzeitig lösbar. Es wird gefragt, ob dann das System (1) so gelöst werden kann, 

daß mit ganzen 4, 0, 1,(y) Bene 


wird. Zunächst wird der Hilfssatz bewiesen: Ist Z<n eine natürliche Zahl, e>0, 
so gibt es eine Konstante CO, mit der Eigenschaft, daß für jedes ganze X > 2, wenn N 
die Lösungszahl des Gleichungssystems 


I 
PAZUN) - ha)) = 0 (u=1,...,m) 
in ganzen yı >0, 2, >0 mit 
Ay)l<X Iha)|=X (3) 
bedeutet, 1 1 
N < ee: 


ist. Ohne ausgeführten Beweis wird hinzugefügt, daß es auch eine Konstante C', mit 
der Eigenschaft gibt, daß für jedes ganze X > 2, wenn N* die Lösungszahl des Glei- 
chungssystems A 

22: buallıly) — Frl) = 0 (u=1,...,m) 
ı=i+1 


in ganzen y,>0, 27,>0 mit (3) bezeichnet, 
1 1 
wc, wi tar 
ist. Ferner sei die reelle Zahl c so beschaffen, daß kein f;(x) im Bereich >c eine 
Nullstelle hat. Sind t,,..., 4 ganze Zahlen und wählt man auf alle möglichen Arten 
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die ganzen Zahlen v, in (1) so, dßv, = /,(m),»=cev=1,...,n), 50 gibt es, wie 
gleichfalls ohne Beweis erwähnt wird, zu jedem & >0 ein C, mit der Eigenschaft, daß 
für jedes X >2, wenn man unter den genannten Wertsystemen v,,...,% die mit 


|| X herausgreift und die hierüber erstreckte Summe > TACHEETACH] mit 

Altı,...,tm) bezeichnet, für jedes X 4 A s 25 
ee 

ist. Aus diesen Hilfssätzen wird dann gefolgert, daß es unter den obigen Voraussetzun- 

gen sogar unendlich viele Lösungen von (1) in der Gestalt (2) gibt, wofern für gewisse 

natürliche Zahlen »,,..., ?„ die Determinante |b„,,| von 0 verschieden ist und jede 


Primzahl in jeder der Zahlen /,(y,,) (k=1,...,m) zu einer bei veränderlichen 
X,tj,...,tm beschränkten Vielfachheit aufgeht. W. Weber (Berlin). 


Gruppentheorie. 


Dubuque, P. E.: Sur le ih&or&me fondamental de Frobenius. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 21, 158—161 (1938). 

Ein bekannter Satz von Frobenius erfährt hier eine Verallgemeinerung. In 
einer endlichen Gruppe & der Ordnung g seien M und W invariante Komplexe. m sei 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ordnungen aller Elemente aus M. 2 sei 
eine beliebige ganze Zahl. n werde gemäß m|n|g gewählt. Die Anzahl der Lösungen X 
von Ar<Y, X"<M ist dann ein Vielfaches des größten zu m teilerfremden Divisors 
von n. Ernst Witt (Hamburg). 

Dubuque, P.: Une generalisation aes thöor&ömes de Frobeniur et YVYeisner. Rec. 
math. Moscou, N.s, 5, 189—195 u. franz. Zusammenfassung 196 (1939) [Russisch]. 

Verf. beweist durch elementare Schlüsse den sehr allgemeinen Satz: Es sei M 
eine Klasse konjugierter Elemente der Ordnung m aus der endlichen Gruppe ®, ferner 
n ein Teiler der Gruppenordnung und ein Vielfaches von m. Dann ist die Anzahl der 
Elemente aus’&, von denen wenigstens eine Potenz in M liegt und deren n-te Potenz 
in einer vorgegebenen Klasse X konjugierter Elemente liegt, durch jeden Teiler von n, 
der zu m teilerfremd ist, teilbar. Nach Satz 2 ist die fragliche Anzahl auch durch @(m) 
teilbar, sobald die Ordnung a der Elemente aus X und die Zahl m teilerfremd sind. 
Wenn n und a teilerfremd sind, so geht Satz 1 in einen Satz über, den Verf. schon im 
Rec. math. Moscou, N. s. 4, 515 (1938) (dies. Zbl. 21, 12) bewiesen hat. Den Spezial- 
fall U = 1 hatte Verf. schon ebenda 2, 1247 (1937) (dies. Zbl. 18, 204) bewiesen. Wir. 
dagegen a = 1, n gleich der Gruppenordnung gesetzt, so entsteht der allgemeine Sat ; 
von L. Weisner [Bull. Amer. Math. Soc. 31, 492 (1925)]. — Eine leichte Folgerung 
von Satz 1 ist Satz 3: Seim/n/&:1. Die Anzahl der Elemente der Gruppe, deren Ordnung 
durch m teilbar ist und deren n-te Potenz in einer vorgegebenen Klasse A konjugierter 
Elemente liegt, ist durch jeden Teiler von rn, der zu.m teilerfremd ist, teilbar. Wird 
m = 1 gesetzt, so entsteht der bekannte Satz von Frobenius (8.-B. preuß. Akad. Wiss. 
1903, 987). Wird dagegen A = 1 gesetzt, so wird der Satz von Turkin [C. R. Acad. 
Sci., Paris 193, 1059 (1931); dies. Zbl. 3, 100] erhalten. — Als Folgerung aus Satz 3 
wird unter auderem der Satz des Verf. im Rec. math. Moscou, N.s. 1, 603 (1936) 
(dies. Zbl. 15, 248) erhalten. — Zu bemerken ist noch, daß der Beweis des Satzes 1 
den Satz von Frobenius und der Beweis des Satzes 2 einen vom Verf. früher bewiesenen 
Satz benötigen, was sich wohl leicht durch Induktionsschlüsse vermeiden ließe. 

Zassenhaus (Hamburg). 

Malcev, A.: Torsionsfreie Abelsche Gruppen vom endlichen Rang. Rec. math. 
Moscou, N. s. 4, 45—67 u. deutsch. Zusammenfassung 67—68 (1938) [Russisch]. 

Aufbauend auf dem von Kurosch [Primitive torsionsfreie Abelsche Gruppen vom 
endlichen Range. Ann. of Math. 38 (1937); dies. Zbl. 16, 15] entdeckten Zusammenhange 


mit den p-adischen Zahlen werden in dieser Arbeit alle torsionsfreien Abelschen Gruppen 
endlichen Ranges klassifiziert. Zu dem Zweck führt Verf. in $5 den Begriff der p-Zahlen ein, 
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d. s. Folgen ganzer rationaler Zahlen, die komponentenweise addiert und multipliziert werden 

und wobei Gleichheit zwischen (a,) und (b,) stattfindet, wenn a,=b, (mod p*). Z. B. sind die 

(ganzen) p-adischen Zahlen als p-Zahlen (a,), die der Bedingung a,+, = a, (mod p*) genügen, 

gekennzeichnet; ein weiteres Beispiel sind die Folgen P,= (0), P,=1,1,...1, DEP 
—— 


a-mal 

(<a< ©), Po = (1). — Betrachtet werden additiv geschriebene Abelsche Gruppen ®&, 
die eine „Basis“ x,, 25,...x, besitzen, so daß für jedes Element g eine Relation ng = mı 2; 
+ Mga%, + m,z, mit ganzen (rationalen) Koeffizienten n + 0,m,,ms,... m, besteht 
m, m 

1 > 
Elemente aus ©, für die als Nenner von jeder der Komponenten nur Potenzen einer festen 
Primzahl p bzw. Teiler von p* auftreten, bilden eine Untergruppe &® bzw. die s-te Schicht T', 
von ©"). Durch 7’, ist eineindeutig eine Klasse von r-reihigen ganzzahligen Matrizen A® = (af) 

(9 () a9 

bestimmt mit der Eigenschaft, daß die r Elemente en .. — | (1si<r) jeweils]', 


s > 87:7.7 5 


und die r Komponenten des Vektors g = ( RE =) eindeutig bestimmt sind. Alle 


erzeugen. Nun heißen diejenigen r-reihigen Matrizen A = (A) mit p-Zahlen als Komponenten, 
die durch eine Folge von Matrizen A" bestimmt werden, vollständige p-Matrizen. Als r-reihige 
(9 () 
»-Matrizen betrachtet, sind sie dadurch gekennzeichnet, daß die r Elemente = eg | 
(l=si=r) gerade die s-te Schicht der von allen diesen Vektoren eusten. p-primitiven 
Gruppe erzeugen. In $3 wird gezeigt, daß es eine von s unabhängige Spaltenpermutation co 
gibt, so daß sich jede Matrix aus der /, zugeordneten Klasse durch höchstens $ (r — 1) (r + 6) 
Umformungen von der Art: («) Abänderung mod p* und Multiplikation einer Zeile mit einer zu 
9» teilerfremden Zahl, (8) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, auf eindeutig 
bestimmte Normalgestalt N, = (n!”, „p“) bringen läßt, die durch die Bedingungen: A, <A, --- 
<1,;,0<n®,< p%k-%, wenni<k;n® = 1;n® = 0, wenn i > k, gekennzeichnet ist. Dabei 
wird die p-Matrix A in die p-Matrix 8 = (N,) = (1,2 P«,) überführt, in der (l) a, =a,''" 
=, =ox >imntızOmte''>0o, und (2) 4,5. =0, wenn i>k oder i<kund , =a,, 
(3) n, = Po. Es zeigt sich in $9, daß (4) die p-Zahlen n,, mit s<m < k p-adisch sind und 
daß (5) die Komponenten von n,;, mit m <i<k von einer gewissen Stelle ab alle gleich 
einer festen Zahl n,, sind. Die Ersetzung dieser n,, durch die n,, läßt sich durch endlich viele 
Umformungen (&), (ß) bewerkstelligen und führt auf die quasinormalen Matrizen, die als r- 
reihige Matrizen umgekehrt durch die Bedingungen (1)—(5) nach $ 9 gekennzeichnet sind. — 
In $8 wird untersucht, welchen Einfluß eine Abänderung der bis dahin festgehaltenen Basis 
%1, %g,...x, auf die p-Matrix A ausübt. Aus (y) Addition eines ganz rat. Vielfachen einer Spalte 
zu einer anderen, (y’) Vorzeichenwechsel in einer Spalte, ö, bzw. &, Division bzw. Multiplikation 
einer Spalte mit der nat. Primzahl g, läßt sich jede durch Basisabänderung hervorgerufene 
Umformung von A in endlich vielen Schritten zusammensetzen. 6, ist ein etwas komplizierter 
Prozeß, vor dessen Anwendung zunächst einige Umformungen &, ß angewendet werden müssen. 
— Als Hauptergebnis wird erhalten, daß jede torsionsfreie Abelsche Gruppe vom Range r 
eindeutig bestimmt ist durch ein System von vollkommenen »,-Matrizen (p; = 2,3,5,...) 
und daß zwei solche Systeme genau dann zu isomorphen Gruppen gehören, wenn sie durch 
endlich-malige Anwendung von «, ß auf jede der p,-Matrizen für sich, von y—e auf alle 
Matrizen gleichzeitig, auseinander hervorgehen. Dieses Ergebnis führt auf die Aufgabe, ein 
vollständiges Invariantensystem bei den elementaren Umformungen & — e anzugeben, die 
anscheinend mit grundlagentheoretischen Fragen zusammenhängt. — Als genaue Bedingung 
dafür, daß sich von & eine unendliche zyklische Gruppe als direkter Summand abspalten läßt, 
ergibt sich in $12 die Existenz einer nichttrivialen festen linearen Relation mit rationalen 
Koeffizienten zwischen den je r Spalten der »,-Matrizen. — Die Ergebnisse von Kurosch 
(s. oben) erfahren in $9 und 11 eine vereinfachte Ableitung. © ist p-primitiv, wenn es ein 
zugehöriges System von p,-Matrizen gibt, in dem alle Matrizen, ausgenommen höchstens die 
p-Matrix, gleich der Nullmatrix sind. Nach alleiniger Anwendung von & — y, ö,, &, nimmt die 


p-Matrix die Gestalt R=02,.720° #011 2.25 
; Ober Fe! 
Po Amı Anın 

P, 0 
P, 2 


an, wobei der Rang m und der reduzierte Rangn = r — m eindeutig bestimmt sind. Die recht- 
eckige Matrix der p-adischen Zahlen a;, ist die Matrix, die Kurosch der Gruppe zugeordnet 
hat. Die von Kurosch angegebenen 8 Umformungen ergeben sich ohne Rechnung aus den 
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Malcevschen Umformungen « — e und umgekehrt. — Als genaue Bedingung dafür, daß sich 
von & ein zu R, (= additive Gruppe der rationalen Zahlen mit p-Potenznenner) isomorpher 
direkter Summand abspalten läßt, wird in $12 das Bestehen einer nichttrivialen linearen 
Relation mit rationalen Koeffizienten zwischen den Zeilen irgendeiner zugeordneten p-Matrix 
erhalten. — Die Beweise machen nur von geläufigen Schlüssen aus der Elementarteilertheorie 
Gebrauch und enthalten keine Rechnungen. Hans Zassenhaus (Hamburg). 

Zassenhaus, Hans: Neuer Beweis der Endlichkeit der Klassenzahl bei unimodularer 
Äquivalenz endlicher ganzzahliger Substitutionsgruppen. Abh. math. Semin. Hansische 
Univ. 12, 276—288 (1938). 

Die Elemente x einer Halbgruppe © (bzw. eines assoziativen oder Lieschen Ringes) 


= a dargestellt. & bzw. R sei die 


Gruppe aller entsprechend zerlegten Matrizen B >) mit ganzen bzw. rationalen 
Koeffizienten. Dann zerfällt jede Klasse R-äquivalenter ganzzahliger Darstellungen 
von © in nur endlich viele Klassen &-äquivalenter Darstellungen. Hiermit und weiter 
mit den Methoden der nichtkommutativen Arithmetik wird folgender Satz bewiesen: 
Jede Klasse rational vollreduzibler und rational äquivalenter ganzzahliger Darstellungen 
von © zerfällt in nur endlich viele Klassen unimodular äquivalenter Darstellungen. 
Dieser Satz war bisher bekannt für (endliche) Gruppen ©, aber mit anderem Beweis. 
Die Gültigkeit des Satzes wird schließlich noch bezüglich einer Zahlkörperordnung 
nachgewiesen. Ernst Witt (Hamburg). 

Turkin, W. K., et P. E. Dubuque: Sur un eritere pour les groupes non-simples. 

C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 21, 162—164 (1938). 
: Turkin, W.K.: Sur les diviseurs normaux dans les groupes d’ordre impair. O.R. 
Acad. Sci. URSS, N. s. 21, 155—157 (1938). 

Ähnlich wie bei dem berühmten Satz von Burnside werden hier Kriterien für 
die Nichteinfachheit einer endlichen Gruppe & angegeben. Das Kriterium der ersten 
Arbeit lautet folgendermaßen: A sei ein Element der Ordnung n aus einer abelschen 
Untergruppe 9. Jedes 9-Element, welches mit einer A-Potenz konjugiert ist, sei selbst 
eine A-Potenz. N bedeute das Kompositum der Normalisatoren der zyklischen Gruppen 


(4?) für alle Primteiler p von n. Wenn die Verlagerung Vy.5(A) #1 ist, so ist & 
keine einfache Gruppe. Im Kriterium der zweiten Arbeit wird ebenfalls aus gewissen 
Voraussetzungen die Existenz eines echten Normalteilers von & geschlossen. 
Ernst Witt (Hamburg). 
Magnus, Wilhelm: Über freie Faktorgruppen und freie Untergruppen gegebener 
Gruppen. Mh. Math. Phys. 47, 307—313 (1939). 
Wird für jede Gruppe & mit A„(®) die abelsche Faktorgruppe von 3.,(&) nach 
Bm+1(®) bezeichnet, wobei 3, = ©, Zm+ı=(G, 3m), so lautet Satz 3: Wenn & 
von n Elementen erzeugt wird, % die freie Gruppe aus n Erzeugenden ist und 
Am)» 4,3) für alle m gilt, so ist & mit % isomorph. Aus Satz 3 und zwei 
weiteren Hilfssätzen wird hergeleitet Satz 4: Wenn &® aus n+r Elementen mit r 
definierenden Relationen erzeugt wird und wenn das Antizentrum von © die freie 
abelsche Gruppe aus n Erzeugenden ist, so ist es möglich, n + r Erzeugende von & so 
auszuwählen, daß n von ihnen freie Erzeugende einer freien Untergruppe von & sind. 
und überdies (für jeden Wert vonm=1,2,...) auch &/3„(®) erzeugen. Satz 4 er- 
scheint als eine Verallgemeinerung des von Dehn entdeckten und von Magnus 
[J. reine angew. Math. 163, 141—165 (1930)] bewiesenen Freiheitssatzes. Aus Satz 3 
und 4 folgt der Hauptsatz der Arbeit: Ist & eine Gruppe mit n-Hr Erzeugenden und r 
definierenden Relationen, und wird & auch schon von n geeignet gewählten Elementen 
erzeugt, so ist & eine freie Gruppe mit n freien Erzeugenden. Zassenhaus. 
Hirsch, K.A.: On skew-groups. Proc. London Math. Soc., II. s. 45, 357—368 (1939). 
Als „skew-groups“ werden unendliche Gruppen bezeichnet, die (1) sich aus endlich 
vielen Elementen erzeugen lassen, (2) keine Elemente endlicher Ordnung außer 1 


seien halbreduzibel durch ganzzahlige Matrizen 
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enthalten, (3) deren Kommutatorgruppe zyklisch und (4) im Zentrum der Gruppe 
enthalten ist und (5) deren Zentrum zyklisch ist. Nach Satz I besitzen sie Erzeugende 
P}:Q1>--. Pan» ®%, Z mit den definierenden Relationen (P;,Q,) = Z: i=1,2,...n), 
e.>0,e/l@ 2... j&; 
> BB 595.920, Hl Ei En; BE 2rQ 52. 
Die Zahl n und die Zahlen e; sind eindeutig bestimmt. — Dieser Satz ist eine gruppen- 
theoretische Formulierung für die Tatsache, daß sich jede nicht singuläre ganzzahlige, 
Ba Matrix @ durch eine unimodulare Matrix 4A in die „‚Elementarteiler- 
orm‘ 0a 


arg 
G* = AG4' = —& 0 


0 

—e&, 0 
überführen läßt. — Wird Bed. (5) weggelassen, so werden direkte Produkte einer skew- 
group mit einer freien abelschen Gruppe aus endlich vielen Erzeugenden erhalten. — 
Die Automorphismengruppe einer skew-group wird aus drei sukzessiven Faktorgruppen 
aufgebaut, von denen die mittlere zu der Gruppe & aller unimodularen Matrizen S, 
die der Gleichung S@*S!—= @* genügen, isomorph ist, während die beiden übrigen 
leicht angebbare abelsche Gruppen sind. Für die Gruppe & werden als Erzeugende 
die Substitutionen S: y=y, Y=-m; T: = H+y; Vs: bes + y, 


s=%+ 2 y (l<zi<j=n) erhalten (Variabeln, für die kein Bild angegeben ist, 


bleiben jeweils fest). Zassenhaus (Hamburg). 

Tazawa, M.: Über einen Satz der abgeschlossenen Gruppen. Töhoku Math. J. 
45, 154—156 (1938). 

Die multiplikative Gruppe aller komplexen Zahlen +0 sei mit M bezeichnet. 
Zu irgendeiner endlichen einfachen (aber nicht zyklischen) Gruppe 9 läßt sich min- 
destens eine Gruppe © von folgender Beschaffenheit konstruieren: M ist Zentrum 
von ©, E/MLH, und G/M zerfällt nicht, d.h. es gibt in & kein Vertretersystem 
modM mit Gruppeneigenschaft. Ernst Witt (Hamburg). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Burckhardt, Johann Jakob: Zur Neubegründung der Mengenlehre. Folge. JIber. 
Deutsch. Math.-Vereinig. 49, Abt. 1, 146—155 (1939). 

In dem ersten Teil (vgl. dies. Zbl. 19, 201) hat Verf. Finslers axiomatische Be- 
gründung der Mengenlehre von neuem und eingehend auseinandergesetzt. In dem 
vorliegenden zweiten Teil werden Mengen zirkulär genannt, wenn es in ihnen eine 
Kette von Elementen A,,..., A„ gibt, so daß jedes A, Element von .A,,, und A, 
Element von A, ist. Das System &* der nichtzirkulären Mengen wird bewertet, 
indem jeder Menge von &* eine der Zahlen 0 oder 1 zugeordnet wird. „Bezeichnen 
wir hierauf diejenigen Mengen, die den Wert 1 haben, vorläufig als zirkelfrei. Dann 
lautet die Definition der zirkelfreien Menge: Liefert die Definition einer Menge M 
stets dieselbe Menge, wie man auch die Bewertung von &* wählt, so heißt die Menge 
zirkelfrei.“ Für zirkelfreie Mengen gilt u.a., daß jede Teilmenge sowie das System 
aller Teilmengen eine zirkelfreie Menge ist. Weiter wird aus dem System 2 aller 
Mengen ein System © herausgehoben, das die Nullmenge und mit einer Menge M auch 
die Menge {M} enthält. Der Durchschnitt 3 aller solcher Systeme © ist eine Menge, 
für die Peanos Axiome der natürlichen Zahlen gelten; die Menge aller ihrer Teilmengen 
repräsentiert das Kontinuum. Zum Schluß wird Stellung genommen zu Einwänden 
gegen das benutzte Axiomensystem, die von Baer, Lindenbaum und Church 
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erhoben sind. Ref. vermag in dem benutzten Axiomensystem auch nach den Erläute- 
rungen des Verf. immer noch nicht eine geeignete Begründung der Mengenlehre zu sehen. 
Kamke (Tübingen). 
© Cavaillös, Jean: Remarques sur la formation de la theorie abstraite des ensembles. 
(Actualites seient. et industr. Nr. 606/607. Le progres de l’esprit. Expos6s publies par 
L. Brunschvieg. VII/VII.) Paris: Hermann & Cie. 1938. 107 pag. Fres. 25.—; 50 pag. 
Fres. 12.—. 

Die Schilderung der historischen Entwicklung der abstrakten Mengenlehre geht 
zunächst ausführlich auf die Vorgeschichte (Fundamentalsatz d. A., Definitionen der 
reellen Zahl, trigonometrische Reihen, Funktionenentwicklung, Wachstumsordnung) 
ein. Sodann werden die einzelnen Etappen der Cantorschen Ideenbildung und des Aus- 
baus der Theorie sowie die einschlägigen Dedekindschen Untersuchungen behandelt. 
Nach Beleuchtung der Paradoxien referiert der Autor die wichtigsten Axiomatisierungen 
der Mengenlehre; dabei wird u. a. die mit ihrer Unvollständigkeit zusammenhängende 
Problematik herausgehoben. Arnold Schmidt (Marburg a.d.L.). 


Viekery, €. W.: Spaces of uneountably many dimensions. Bull. Amer. Math. Soc. 
45, 456462 (1939). | 

Der Verf. betrachtet die Folgen [z2;]’* vom Typus w, der reellen Zahlen x;, die 
der Ungleichung 0 < 2;,<1 genügen. — Mit D* bezeichnet er den Raum aller Folgen 
[x]? und definiert, daß die Folge [x, ‚];’* gegen [y,];* konvergiert, wenn lim x, , = %; 
gleichmäßig in bezug auf 7 gilt. Es wird gezeigt, daß zu jedem metrischen Raum 8 
eine solche Kardinalzahl X, existiert, daß S in D* einbettbar ist. — E* sei der Raum 
aller Folgen [x;]; *, für welche lim[z, ‚]}* = [y;]; * ist, wenn lim x, ,= y,fürj=1, 2, ... 
gilt, E* ist nicht metrisierbar, wenn x >]1 ist. Zu jedem normalen Hausdorffschen 
Raum S existiert eine Kardinalzahl X, derart, daß S mit einer Untermenge des E* 
homöomorph ist. — Endlich behandelt der Verf. durch Erweiterung des Häufungs- 
begriffs den (Tychonoffschen) Raum 7*, wo der Bereich ein primitiver Begriff ist. 
Gegeben ist die Zahl r >0, der Punkt A = [a;]?* und eine endliche Menge H, der 
Ordnungszahlen u < w,. Unter dem Bereich R(A,»,r) verstehen wir die Menge aller 
[1% wa, r<1,<a+r für vEH, ist. P heißt Häufungspunkt einer Menge M, 
wenn der Durchschnitt R(P,»v,r)-M für aller und H, nicht leer ist. Otto. 

Dienes, Z. P.: Canonie elements in the higher elasses of Borel sets. J. London 
Math. Soc. 14, 169—175 (1939). 

On appelle el&ment canonique c* de la classe B, des ensembles mesurables (B) 
un type d’ensembles tels que tout ensemble appartenant & B, se laisse repr&senter dans 
la forme >’ E„ + 2) c% oü E, E Be (B< oa) etc € B,. L’auteur, s’occupant du probleme 
pose par M. Lusin (Legons sur les ensembles analytiques, p.89, Paris 1930) de ca- 
racteriser les el&ments canoniques c* pour tout nombre cardinal x de premiere ou 
deuxieme classe, demontre que c* se laisse repr&senter par un proced& recursoire, en 
formant certains produits et differences d’elements canoniques de classes inferieures 
que &. — En dösignant par R, la somme de toutes les classes B, avec y> x, on peut 
caracteriser R, par les elements canoniques: Pour que ZE R,, il faut et il suffit 
V’existence d’un ensemble parfait zz, d’un intervalle ouvert i et des &l&ments canoniques 
distinets c® avec BP < &, ainsi que in — Dec Eoubien cCEet E-DFER,. 

@. Alexits (Budapest). 

Fried, Hans: Über projektive Funktionen. Fundam. Math. 32, 33—44 (1939). 

Bezeichne P, und C, die Borelschen Mengen, P, die stetigen Bilder der Mengen 
C„-1, Cn die Komplemente der Mengen P, und B, die Mengen, welche zugleich P, und 
C„ sind. Verf. verallgemeinert den Begriff der Baireschen Funktionen, indem er eine 
Funktion /(x) als eine Funktion P,„, C, oder B, bezeichnet, je nachdem E[/(x)> e] für 
jedes c eine Menge P,, C„ oder B, ist. Läßt sich f(x) in der Form f(x) =sup{y[p"!(z)]} 
darstellen, wo @ eine stetige Abbildung des Baireschen Nullraumes auf sich und y eine 


! 
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Bairesche Funktion ist, so heißt f(x) eine Funktion g!. Läßt sich /(x) in der Form 
f(x) = inffp[p”!(x)]} darstellen, so heißt /(z) eine Funktion g,. Weiter heißt /(x) 
eine Funktion 9” (bzw. g,), wenn sie in der ersten bzw. zweiten Form darstellbar ist, 
so aber, daß y eine Funktion 9„_, (bzw. g”!) ist. Die Funktionen, die sowohl g” als 
auch g,„ sind, werden g% genannt. — Verf. zeigt, daß die Funktionen P, bzw. CO, mit 
den Funktionen g* bzw. g„ identisch sind. Daraus folgt, daß die Funktionen B, mit 
den Funktionen g% identisch sind, was für n=1 auf eine Definition der Baireschen 
Funktionen führt. Damit eine nicht leere Menge A Wertmenge einer endlichen Funk- 
tion P,„ bzw. C, sei, ist notwendig und hinreichend, daß A eine Menge P,„;ı sei. Die 
Klasse der Wertmengen aller endlichen Funktionen B,, ist also mit der Klasse der nicht- 
leeren Mengen P,, identisch. Bemerkenswert ist die große Allgemeinheit dieser Sätze 
und ihre Analogie mit den entsprechenden bekannten Resultaten über Bairesche 
Funktionen. @. Alexits (Budapest). 

Visser, Cornelis: On a theorem in the geometry of numbers and a property of mass 
distributions in n-dimensional space. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 42, 487 bis 
490 (1939). 

Der Verf. beweist folgende Verallgemeinerung des Blichfeldtschen Satzes: Es sei 
o(E) eine nichtnegative, vollständig additive und für beschränkte Mengen endliche 
Mengenfunktion, deren Definitionsbereich ein alle Borelschen Mengen enthaltender 
Mengenkörper des n-dimensionalen Cartesischen Raumes R, ist. H% soll den Würfel 
mit dem Mittelpunkte a und mit der Kantenlänge 2N im R, bezeichnen. Es sei 
A << Sup limsup Am) und Ec.R, eine beliebige Menge mit dem endlichen inneren 

aERn N>o (2N I 
Lebesgueschen Maße m,(E). Dann kann man E so verschieben, daß für einen gewissen 
Teil A der so entstandenen Menge E’ die Ungleichung 0(A) > Am,(E) gilt. 

VI. Knichal (Prag). 

Adams, C. R., and A. P. Morse: Random sampling in the evaluation of a Lebesgue 
integral. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 442—447 (1939). 

Soit E un ensemble lineaire mesurable, f(x) une fonction L-integrable sur Zetkun 
nombre >1. Il correspond, & tout e>0, un ö >0 tel que, lorsque les suites {A„} et 
{B,} de sous-ensembles mesurables de E possedent les proprietes suivantes: A„c B,, 
0< mesB,<k-mesA,, 6(B,) < 6, mes B; B;=0, DBn=E, on ait 


d 
INOLEN mus. Es 


n=1 


@. Alexits (Budapest). 

Gillis, J.: Note on a eonjeeture of Erdös. ei J. Math., Oxford Ser. 10, 151 bis 
154 (1939). 

Konstruktion einer stetigen periodischen Funktion y= f(x) derart, daß deren 
Bildkurve jede Gerade (außer x = const) gar nicht oder in unendlichvielen Punkten 
schneidet. Ullrich (Gießen). 

Muzen, Petar: Sur les bases des fonetions continues. Bull. Acad. Sci. Math. Nat., 
Belgrade Nr 5, 65—70 (1939). 

Una successione {p,(z)}(k =1,2,3,...) di funzioni continue in uno stesso inter- 
vallo ab, costituisce una base, se dall’insieme delle combinazioni lineari di tali funzioni 
si puö estrarre una successione parziale, convergente uniformemente verso una funzione 
continua arbitrariamente assegnata. L’A. riassume i risultati sull’argomento ottenuti 
da numerosi analisti, da Weierstrass a Riesz, Szäsz e Steinhaus. Generalizzando 
poi le idee di questi ultimi, l’A. enuncia due nuovi teoremi generali che danno il mezzo 
di costruire delle basi sotto forma di integrali di Stieltjes. Tullio Viola (Roma). 

Popovieiu, Tiberiu: Sur quelques inegalit&s entre les fonetions convexes. III. C. R. 
Inst. Sci. Roum. 3, 396—402 (1939). 

L’A. prosegue le sue ricerche (cfr. questo Zbl. 19, 298) sulle funzioni convesse. 
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Supposto che p(x) sia una funzione continua e convessa nel senso ordinario in (0, 1), 

con 9(0) =0eg(l) = 1, assegnata; e supposto che (x) sia invece variabile nell’insieme 

delle funzioni continue nell’intervallo (0, 1), ivi non concave di un ordine prefissato 

n(= 0,1,2,...; per questa nozione cfr. Popoviciu, questo Zbl. 7, 249; 9,59; 10, 16) 

e assumenti nei punti 0 ed 1 rispettivamente i valori a e b, con a e 5 costanti per cui 

0<a<b<l, VA. si propone di maggiorare il funzionale (non negativo) B[/] 
1 


1 
— [eta))dz — [Ha)da. — Nel caso n=0 (f monotona) si trova 
0 0 be = 
Bill max [ u 22 . AP) _ P@)|; 
nel caso n = l1(f non concava nel senso ordinario) € 


b 
Bun = ne [pie + ap [Ir — plant — P@); 


n a 
72 
il caso n >1 sarä considerato in lavori successivi. Viene esaminato quand’& che nelle 
relazioni precedenti vale il segno =. Seguono applicazioni a casi particolari. 


@. Scorza Dragoni (Padova). 

Diekinson, D. R.: On the derivation of discontinuous functions. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 35, 373—381 (1939). 

Ist P ein Punkt des geometrischen Bildes von f(x) und 0 der Winkel, den ein von 
P ausgehender Strahl ! mit der positiven z-Achse einschließt, so sagen wir, daß 0 eine 
Derivationsrichtung sei, falls der Durchschnitt von ! mit der Bildmenge den Punkt P 
als Häufungspunkt hat. — Bei einer stetigen Funktion f(x) besteht, nach Denjoy, für 
fast alle x eine der folgenden Aussagen: 1. Es existiert die Derivierte f’(x); 2. entweder 


sind alle ®, mit Ausnahme der Werte 5 : 5; Derivationsrichtungen, oder es sind 


alle Werte von ® in einem Winkelintervall vom Maße rz Derivationsrichtungen. Man 
könnte fragen, ob dies nicht auch für diskontinuierliche Funktionen ausgedelint werden 
kann, falls (x) durch eine verallgemeinerte Derivierte ersetzt wird, und für 2. die 
Aussage in 0 höchstens mit Ausnahme einer Menge vom Maße Null besteht. Verf. zeigt 
durch ein Beispiel, daß dies nicht immer der Fall ist. L. Egyed (Budapest). 

Roger, Fred£rie: Sur Pextension & l’ordre n des th&orömes de M. Denjoy sur les 
nombres derives du premier ordre. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 11—14 (1939). 

Sia /(x) una funzione reale uniforme di variabile reale, definita in un certo 
intervallo, e sia x, un punto qual. interno a tale intervallo. Consideriamo » punti 
% 15%,» :, %,, comungque variabili nell’intorno di x,, con la sola condizione che, dalla 
parte destra [sinistra] di x,, vi siano sempre un certo stesso numero % di talin punti, in 
piü che dalla parte opssta (O<k<n). Indichiamo con Q,, z(f; %o; Li» 2a - - - 2) il 
prodotto di n! per il coefficiente del termine di piü alto grado nel polinomio d’inter- 
polazione di Lagrange di grado n, relativo agli n + 1 punti 2,, 21, Zg3 - - -, In- 
L’A. generalizza definizioni note, chiamando numeri derivati destri [sinistri] d’ordine n 
e di rango k, della funzione f(x) in z,,i valori limiti di Q,,z, quando gli n punti 
%, %g, +, %, tendono simultaneamente a x,. Relativamente a tali numeri derivati, 
VA. da gli enunciati e un cenno delle dimostrazioni di alcuni teoremi che generalizzano 
quelli, ben noti, di A. Denjoy [J. Math. pures appl. 7. ser. 1, 105—240 (1915)]. Inter- 
essante ed essenzialmente nuovo un teorema esprimente certe relazioni fra numeri 
derivati di diversi ordini e ranghi. Tullio Viola (Roma). 


Analysis. 
Allgemeines: 
@ Rothe, Rudolf: Höhere Mathematik für Mathematiker, Physiker und Ingenieure. 
TI. 1—4. (Teubners math. Leitfäden. Bd. 21, 22, 23, 33—38.) Leipzig u. Berlin: B. G. 
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Teubner 1938/1939. Bd. 21, Tl. 1: VIII, 201 8. u. 161 Fig. RM. 5.40. Bd. 22, TI. 2: 
VIII, 207 S. u. 99 Fig. RM. 5.80. Bd. 23, TI.3: IX, 238 S: u. 170 Fig. RM. 6.60. 
Bd. 33, Tl. 4, H.1: 52 8. u. 56 Abb. RM. 2.—. Bd. 34, Tl. 4, H.2: 52 8. u. 46 Abb. 
RM.2.—. Bd. 35, TI.4, H.3: 49 S. u. 24 Abb. RM. 2.—. Bd.36, TI.4, H.4: 56 8. u. 
28 Abb. RM. 2.40. Bd. 37, Tl.4, H.5: 54 S .u. 46 Abb. RM. 2.40. Bd.38, Tl.4, H.6: 
518. u. 13 Abb. RM. 2.40. 

Die Rothesche Darstellung, die seit kurzem abgeschlossen und zum Teil schon in 
mehrfachen Auflagen vorliegt, nimmt in vieler Hinsicht eine ausgezeichnete Stellung 
unter den deutschen Lehrbüchern ein: Sie trägt den Anforderungen des reinen Mathe- 
matikers ebenso Rechnung, wie denen des Praktikers und des Technikers. Sie verbindet 
die Erläuterung der Grundgedanken und der Hauptverfahren ebenso mit Kürze wie 
mit Sauberkeit, mit Anwendungen und Beispielen aus der vieljährigen Erfahrung des 
Verf. an der größten Technischen Hochschule des Reiches. Sie bringt soviel Stoff, 
daß seine Beherrschung die Grundlage für jede Weiterarbeit sichert, aber auch wieder 
so wenig, daß das Werk von jedem Studenten durchgearbeitet werden kann, ohne 
daß willkürliche Auswahlakte infolge von Ermüdung das notwendig zu Erlernende ge- 
fährden. Eine reiche Sammlung von Übungsaufgaben mit Lösungsanleitungen und 
Ergebnissen ist beigegeben. — Gliederung: TeilI. Differentialrechnung und Grund- 
formeln der Integralrechnung nebst Anwendungen. Teil II. Integralrechnung, Un- 
endliche Reihen, Vektorrechnung nebst Anwendungen. Teil III. Raumkurven und 
Flächen, Linienintegrale und mehrfache Integrale, Gewöhnliche und partielle Diffe- 
rentialgleichungen nebst Anwendungen. Teil IV. Übungsaufgaben (jedem Teil sind 
zwei Hefte zugeordnet). — Das Werk soll noch durch eine Formelsammlung ergänzt 
werden. Ullrich (Gießen). 

Cavallaro, Vincenzo G.: Recueil de nouvelles formules approchöes sur la eon- 
stante d’Euler, sur les nombres e, x et derivös et sur la multiplieation du eube. An. Fac. 
Ci. Pörto 24, 5—17 (1939). 

Zusammenstellung einer großen Anzahl von Näherungswerten mit Hilfe weniger Aus- 
drücke in Form von Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen, Seitenlängen /, des regelmäßigen 
m-Ecks im Einheitskreis, und sin(3o)’ mit o=1,2,3,.... Ulrich (Gießen). 

Gupta, Hansraj: On a problem of arrangements. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 9, 

399—403 (1939). 

Chowla, S.: On a problem of arrangements. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 9, 
1419—421 (1939). 

2n + 1 Personen können auf n Arten um einen runden Tisch gesetzt werden 
derart, daß keiner denselben Nachbarn hat, falls 2» + 1 eine Primzahl ist. Mit ver- 
schiedenen Methoden wird in den beiden Arbeiten gezeigt, wie aus einer Lösung für 
n=m— 1 eine solche für n = m folgt. J. J. Burckhardt (Zürich). 


Sibirani, F.: Identitä dedotte dal ealeolo delle probabilitä. Giorn. Ist. Ital. Attuari 
10, 52—54 (1939). 
Es wird eine Identität für die Summen 


! 
> a ah. .adr= Ar — > ET 
811851... ai set 
1 


bewiesen; hierin ist a +@+---+@,= 4; in ?) sind die Summationsveränder- 
I 
lichen s, positiv ganzzahlig so zu wählen, daß, +5 +:-:+8,=n ist; in D) sind 
2 
die Summationsveränderlichen s, nicht negativ ganzzahlig so zu wählen, daß s, + sg 


+... +38,=n ist und mindestens ein sg = 0 wird. F. Knoll (Wien). 


Losada y Puga, Cristöbal de: Sur quelques appels & Pintuition g&omötrique dans 
Penseignement de Panalyse. Enseignement Math. 37, 51—67 (1938). 

Verf. bringt einige für Unterrichtszwecke geeignete geometrische Betrachtungen 
zu gewissen einfachen Tatsachen der Infinitesimalrechnung, wie Vertauschung von 
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Differenzierungen und Integrierungen, Eulersche Konstante und zum Schluß eine 
geometrische Herleitung der Stirlingschen Formel. Burau (Hamburg). 
Popoff, Kyrille: Sur une extension de la notion de derivee. Mh. Math. Phys. 48, 
103—120 (1939). 
Verf. entwickelt die Betrachtungen von zwei Noten in C. R. Acad. Sci., Paris 206 
u. 207; dies. Zbl. 18, 300; 19, 56. Das in der ersten Note angegebene Verfahren, welches 
zu einer Erweiterung der Definition der Ableitung führt, kann in der Differential- 
geometrie zur Erweiterung der Begriffe von Tangente und Oskulationsebene einer 
Raumkurve und von Tangentialebene einer krummen Fläche dienen. Daneben wird die 
Definition der Ableitung einer Funktion f(x) erweitert durch Einführung einer „Ge- 
wichts“ funktion 9 (x, u). Bezeichnet D(u, &) den Abstand eines Punktes (c+u, f(@-+ %)) 
u 


von der Geraden der Richtung & durch den Punkt (x, f(x)), so hat /P -o(z, u) du 
für festes u # 0 einen Minimalwert in einer Richtung &, mit % 


u 


Site +) For Plz, u) du 


tg, = u 
Su -g(x, u) du 
v0 


Wenn f’(x) existiert, strebt tg«&, zu f’(x), wenn u gegen Null geht; der Grenzwert 
kann auch ohne die Existenz von f’(z) vorhanden sein. Die so erweiterten Ableitungen 
behalten die gewöhnlichen elementaren Eigenschaften. Einen interessanten Spezial- 
fall liefert p(z, u) = e i J. Ridder (Groningen). 

Scheffer, M.: Einige bestimmte Integrale, die den Wert 0 haben. Mathematica, 
Zutphen B 8, 17—20 (1939) [Holländisch]. 


@ Bierens de Haan, D.: Nouvelles tables d’integrales definies. Leiden: C. J. Brill 
1939. geb. RM. 30.—. 
Erweiterter Neudruck. 


Petrovitch, Michel: Sur une elasse d’integrales definies d&pendant d’un paramötre. 
Bull. Acad. Sci. Math. Nat., Belgrade Nr 5, 93—107 (1939). 
In dieser Note wird über eine Arbeit berichtet, die sich mit Integralen der Form 
b 


U(x) =/(w + xzv)e”'dt beschäftigt; v=u(t), v=v(t) sind dabei reell und (zum 


a . 
mindesten) integrierbar zwischen den (reellen, endlichen) Grenzen a,b. Es werden 
zahlreiche, zum Teil sehr naheliegende Einzelbemerkungen gemacht. So kann man 
aus der Umgestaltung durch partielle Integration in ein Aggregat aus zwei Exponential- 

b 


funktionen und ein Laplaceintegral \ (u — v’)e*'dt (einfachster Fall eines geläufigen 


a 

Prozesses aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen) mancherlei ablesen, 
wie etwa Angaben über identisches Verschwinden oder Konstantsein von U. Ferner 
finden sich Formeln für Differentiation und Integration, für Fälle elementarer Aus- 
führbarkeit und für Reihenentwicklungen des Integrals. Dann folgen Angaben über 
Schranken für U(x), über geometrische Diskussion des Funktionsverlaufs (Nullstellen) 
und über das asymptotische Verhalten. Zum Schluß wird auf die Grundgedanken 
bei der bekannten Anwendung solcher Integrale zur Auflösung von linearen Differen- 
tial-, Differenzen- und gemischten Gleichungen hingewiesen. Hermann Schmidt. 


Raikov, D.: On the composition of analytie distribution functions. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 23, 511—514 (1939). 

Soit F(z) une fonction de distribution, non de&croissante döfinie pour toutes les 
valeurs des &z, -—o<x< +00 et satisfaisant aux conditions F(x) 0 pour 
z— —©,F(r)>1pourz— -+00. La composition de deux fonctions de distribution 
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F,(xz) et F,(x) donne la fonction F(x) definie par la formule 
+00 +© 
F() =/[F,(« — y) dF,;(y) = [F,(& — y)dF,(y). 


L’auteur montre qu’il y a deux fonctions de distribution analytiques dont la composi- 


tion donne une fonction qui n’est pas analytique pour =0. B. Hostinsky. 
Kawata, Tatsuo: Boundedness of the speetrum of a distribution funetion. Proc. 
Iıup. Acad. Jap. 15, 33—35 (1939). 5 


Es sei o(x) eine Verteilungsfunktion und A(t) = i e'=do(x). Im Sinne einer 


Umkehrung bekannter Sätze, die aus dem hinreichend starken Verschwinden von A(f) 
im Unendlichen auf Glattheit bzw. Analytizität von o(x) oder auf das Fehlen von 
Konstanzintervallen schließen, beweist Verf.: Ist p(t) >0 und monoton wachsend 


für 2>0 und ist [ en dt << oo, so gibt es eine Verteilungsfunktion o(x), die außer- 


1 
halb eines endlichen Intervalles konstant ist, so daß A(t) = O(e-?(ltl)) ist. Wecken. 
Boas jr., R.P.: The Stieltjes moment problem for functions of bounded variation. 
Bull. Amer. Math. Soc. 45, 399—404 (1939). 
Beweis eines Satzes von G. Pölya (dies. Zbl. 20, 42), nach dem zu jeder reellen 
Zahlenfolge u, eine Funktion von beschränkter Schwankung «(t) existiert, so daß 


Un — feda(ı). 


N) 
Anwendung auf Fragen der linearen Funktionale. Rolf Nevanlinna (Helsinki). 
Boas jr., R. P.: On a generalization of the Stieltjes moment problem. Trans. Amer. 
Math. Soc. 46, 142—150 (1939). 
Untersuchungen der Bestimmtheit des erweiterten Momentenproblems 


Hm = [Urda(t), 
0 


wo & eine monotone Funktion und A, eine wachsende Zahlenfolge ist. Mit Hilfe 

eines Satzes von Carleman über das Anwachsen einer analytischen Funktion in 

einer Halbebene werden hinreichende Bedingungen für die Bestimmtheit aufgestellt. 
Rolf Nevanlınna (Helsinki). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 


MeEwen, W. H.: On the simultaneous approximation of a funetion and its deri- 
vatives by sums of Birkhoff type. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 576—582 (1939). 
Gegeben sei ein System & linearer Differentialgleiehungen n-ter Ordnung 


2,n 
(1) L(u) + Au = um) + Prla)und +Au=0, 2) WW)=0 (=J1....n), 
h 


mit Bedingungen am Rande x = 0 und x =1 des Grundgebietes g (0,1). © ist gewissen 

Annahmen unterworf«n, besitzt im besonderen nicht den Eigenwert A = 0; die Eigen- 

werte von © heißen 4,, seine Eigenfunktionen u,;(x) ?=1,2,...). Verf. behandelt 

zunächst die Annäherung einer willkürlichen Funktion f(x) und ihrer Ableitungen 
1,N 


durch eine Birkhoffsche Summe (B.S.) Sy =, c;u;(x) mit festen c;; er findet: Genügt 
f den Gleichungen (2) und den weiteren * 

WEN) =0,..., Wir!) =0 Gel.un), 
wo p eine natürliche Zahl, und ist L?(f) integrierbar, dann gibt es bei beliebig kleinem 
e>0 eine B.S. der Art, daß gleichmäßig in g 

®(2) — SY(a)|<e (KO, he.,,pn =). 
20* 
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Von diesem Ergebnisse schreitet Verf. zu solchen über die Annäherung durch Ab- 
schnitte By(x) Birkhoffscher Reihen ß(x) vor, 


1,00 T 1 
B(x) = DZ w(a) [Iyuly) 24 | [utnotnar: 
D 0 


»; sind die Eigenfunktionen des zu (1), (2) adjungierten Systems. Er zeigt, daß unter 
den Voraussetzungen des vorigen Satzes gleichmäßig in g gilt: 
lim B% (x) = ® (x) (k=0,1,...,pn —]) 
dr L. Koschmieder (Brünn). 

Ottaviani, 6.: Sulla eonvergenza e sommabilitä delle serie di Hermite. Mem. Mat. 
Sci. Fis. Natur. Soc. Ital. Sci., III. s. 24, 129—159 (1938). 

Die Arbeit ist eine Zusammenfassung und Weiterführung der vom Verf. früher 
erzielten Resultate (dies. Zbl. 20, 13; 18, 14) über die Konvergenz und (C, ö)-Summier- 
barkeit der Hermiteschen Reihe einer in (— oo, oo) integrierbaren Funktion f(x). Es 
werden dabei auch die nicht ganz stichhaltigen Konvergenzbedingungen von Kogbet- 
liantz (dies. Zbl. 5, 157) richtiggestellt. Die Notwendigkeit dieser Beschränkung zeigt 
sich schon am Beispiel der Funktica f(x) = x, da die Entwicklung dieser Funktion 
nach Hermiteschen Funktionen, wie Verf. zeigt, nicht konvergent ist. @. Alexits. 

Shohat, J.: A differential equation for orthogonal polynomials. Duke .math. J. 5, 
401-417 (1939). 

L’au. donne une methode pour trouver les polynomes orthogonaux ®,(x), 
n=0,1,2,... qui satisfont & une &quation differentielle 


AnDz(2} + Br PD; (2) +0, 9,(2) = 0, 
oü Ay, Ba, On, sont des polynomes dont le degre ne d&pend pas de n, mais les coef- 
ficients &tant eventuellement fonctions de n. Il designe les polynomes ®©,(z), 


d 
N »(z) D,(z) D„(z)de=0, m + n, par D„(x; a,b; p). Les hypotheses pour la fonc- 
a 


tion p(x) sont les suivantes: 1. (2 — a)°p(x) est fini pour za (Analogiquement 
pour >b). Si (a,b) est infini, soit b = oo, alors on doit avoir @"p(xz) > 0, > oo 


n=0,1,2,... (Analogue poura = —oo). 2.p(x) a la forme p (x) — exp [z 4). 


oü A et B sont certains polynomes, A(z) #0 dansa<xz<b. Si A(a)=0 la con- 
dition 1. doit &tre satisfaite. La möme methode lui permet de trouver l’&quation 
differentielle des polynomes ®,(z;a,b; pII), oü // est un polynome. Le cas 
p(2)=(%—- a) (b— z)et B=Ax-+ u contient les polynomes de Jacobi, Hermite, 
Laguerre, pour lesquels il demontre un th&or&me pour d&veloppement en series. 
Si p(z) =e-*(l + zJPOI(1 — 2)-1, a, ß>0, il demontre que chaque fonction, qui 
satisfait & une condition de Lipschitz d’ordre > $, peut se d&velopper suivant les 
polynomes correspondants en une serie uniform&ment convergente dans (—1,1). 
Ensuite il fait.des applications importantes dans la formule de quadrature de Gauss 


'D n 
[pta) Ha)dz & D’H„if(2:), ol 2.; sont les zeros des polynomes de Jacobi, Her- 
a i=1 

mite, Laguerre, en trouvant des inegalites et des formules asymptotiques nouvelles 
pour les nombres H,:. N.Obrechkoff (Sofia). 

Gröbner, Wolfango: Sistemi di polinomi ortogonali soddisfacenti a date condizioni. 
Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 3, 29—53 (1939). 

Die Arbeit entwickelt ein Verfahren, um in nichtrekursiver Form über dem Inter- 
vall a=x=b ein vollständiges Orthogonalsystem von Polynomen p„(x) des fort- 
schreitenden Grades n zu bestimmen, die vorgegebenen, in p,(a), Pr(@) .-., Pn(b) 
P,(6) .. homogenen linearen Randbedingungen (R) genügen; sie seien durch die 
Bedingung normiert, daß x” in p„(x) den Koeffizienten 1 habe. Die grundlegende 
Bemerkung ist die, daß ein normiertes, (R) erfüllendes Polynom p(x) das Integral 
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b 
N(p) = f p(x)”dx gerade dann zum Minimum macht, wenn es zu allen, (R) erfüllenden 


[7 
Polynomen niedrigeren Grades orthogonal ist; man findet also p,(z), indem man 
N (p.) mit der Nebenbedingung p%? = n! und den Randbedingungen (R) zum Mini- 
mum macht. Nennt man den Lagrangeschen Multiplikator 2 - (— 1)"-1q,(z), so 


b 
ist also Ö/{pn(z)? + 2° (— 1) -1q,(2) (pP (a) — n!)}dz=0. Man findet daraus: 


7 Pa(2) = (a), P®la)=n!, also g2”(x)=n! (1) 
und die Transversalitätsbedingung 
RE + Det Vz 0. ® 
N 


9n(%) ist daher ein Polynom 2n-ten Grades mit dem höchsten Koeffizienten En)!’ 


für das sich aus (2) mittels (R) 2» Randbedingungen finden, das also vollkommen 
bestimmt ist. Aus q,(x) erhält man p9,(x) durch n-malige Ableitung. Sind z.B. gar 
keine Randbedingungen vorgeschrieben, so erhält man nach diesem Verfahren un- 


mittelbar die Legendreschen Polynome 7,(z) = am galle — a)" (x — b)*} des ge- 


gebenen Intervalls. — Nach dieser Methode bestimmt Verf. explizit die Orthogonal- 
polynomsystemeüberO...1,dieden Randbedingungen a) 7, (0) =0;b) 2,(0)=P,(1)=0; 
e) ?n(0) = 7,,(0) = 0; d) P,(0) = P4(0) = Pa(l) = P4 (1) = 0;e) Apn(0) + Bpu(l) = 0 
genügen; sie sind vollständig. Rekursionsformeln, Entwicklungen willkürlicher Funk- 
tionen usw. werden jedesmal angegeben, und die ersten zehn Polynome jedes Bei- 
spieles sind in extenso hingeschrieben. Das Verfahren läßt sich auf den Fall unendlichen 
Intervalls und beliebiger positiver Gewichtsfunktion erweitern und liefert so unmittel- 
bar die Jacobischen und Laguerreschen Polynome als n-te Ableitungen bekannter 
Funktionen. Der große praktische Wert des Verfahrens liegt in der Ablösung der 
üblichen rekursiven Orthogonalisierungsmethode. Harald Geppert (Gießen). 

Spencer, Vivian Eberle: Persymmetrie and Jacobi determinant expressions for ortho- 
gonal polynomials. Duke math. J. 5, 333—356 (1939). 


Soit An = |&:45,% 7 =1,2,...,n, le determinant d’Hankel, A,=1 et sup- 
posons que A„ +0. D’apres Jacobi [J. de Crelle 15 (1836)] les polynomes 
& Ge 
6 ee 
D,.(x) = ER Rn 12, 3.3: el 
1 x 2” 


satisfont & la relation ©,(z) = (2 — )Dn-ı(2) — nDn-2(2), et si u>0 on sait 
que D,„(x) font un systeme orthogonal. L’au. &tudie l’ensemble S de tous les systemes 
®,„(x) pour lesquels les determinants A, ont des valeurs fix&es. Il demontre les theo- 
remes: 1. Si les moments d’ordre impair &,,n ==1,3,5,..., sont donn&s alors les 
autres moments sont uniquement dö&termines. 2. Ils existent des intervalles (J;) tels 
que les moments d’ordre pair &,,n = 2,4,6,... peuvent €tre arbitrairement choisis 
parmi eux. Alors les moments d’ordre impair &,,n=1,3,5,... sont determine&s 
par des &quations de deuxitme degr&, dont les racines sont r&elles. Dans le cas A, > 0 


Ep en 7 A R 
il tire l’inegalite interessante x, > TE „ Les nombres A, sont les m&mes pour tous 
n 


les systömes de l’ensemble S. En se basant sur la reprösentation des polynomes ®,(z) 
pour le cas A, >0, donnee par Bottema [Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 34 


(1931)] Dec N) RE RA, 
» °C—6 2a EEE, 
D,(«) =/0 % % — 0 . 

Am 


) 0 ) BR ne 
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Y’au. trouve des ingalit&s pour les zeros extremes de D,(x) et. des rösultats pour l’inter- 
valle d’orthogonalite. N.Obrechkoff (Sofa). 


Spezielle Funktionen: 

Meissner, W.: Tafel der In Z'-Funktion mit komplexem Argumentbereich. Deutsche 
Math. 4, 537—555 (1939). 

Verf. berechnet (im wesentlichen mit Hilfe der Legendreschen Reihe) die Werte 
der Funktion logJ'(z) für die durch 


5%} Fr 
7+i373 (r=2,3,4,5; s=0,1,2,3, 4,5) 


gegebenen Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecksnetzes auf 15 Dezimalen genau und 
findet hieraus log /'(z,,) für die 192 Ecken des dreimal so dichten Dreiecksnetzes 


=5tizl 6=67...17;8=0,1,...,16) 


auf 7 Dezimalen. Mit Hilfe dieser Tafel kann dann log]'(z) durch Interpolation für 
alle z des Bereiches +<Rez<3$; O0<%mz<$Y3 auf 5—6 Dezimalen berechnet 


werden. Für Werte z mit 3mz> $Y3 wird das Multiplikationstheorem, für solche 
mit Nez außerhalb des Intervalles (4, 3) die Funktionalgleichung der Gammafunktion 
herangezogen. — Die Tafeln sind als Ergänzung zu dem Buch von E. Böhmer, Diffe- 
renzengleichungen und bestimmte Integrale, Leipzig 1939, gedacht. Schoblik. 

Erdelyi, A.: Note on the transformation of Eulerian hypergeometrie integrals. 
Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 129—134 (1939). 

Verf. geht vom Riemannschen Satze aus, daß die hypergeometrische Reihe durch 
48 verschiedene Eulersche Integrale dargestellt werden kann, welche man in zwei 
Klassen zu je 24 Integraldarstellungen einteilen kann. Es handelt sich um die Be- 
ziehungen zwischen den beiden Grundtypen dieser Integrale. Im Falle, daß die hyper- 
geometrische Gleichung eine logarithmische Singularität hat, können diese Grund- 
typen ineinander übergeführt werden. Verf. verallgemeinert diese Überführung durch 
die Anwendung von Differentialquotienten und Integralen gebrochener Ordnung. 
Die gebrochene Differentiation wird formal mit Hilfe von Gammaausdrücken definiert, 
und diese Definition führt zu einer einfachen Verallgemeinerung der partiellen Inte- 
gration, welche zu gebrochener Integration ausgedehnt werden kann. Durch Anwendung 
dieser Formeln auf die zwei Grundtypen der Riemannschen Integrale erhält Verf. 
die obengenannte Überführung dieser Grundtypen ineinander. M. J.O. Strutt. 

Witt, 6.: Zur Berechnung der Koeffizienten der Störungsfunktion. Astron. Nachr. 
269, 7480 (1939). 

Die für die Entwicklung der Störungsfunktion fundamentalen B® in (1 + «2 
— 2% c0s9)=®= I B?cosip lassen sich bekanntlich durch hypergeoiaetrische Reihen 
ausdrücken. Für die Praxis eignen sich diese Reihen wegen ihrer schwachen Kon- 
vergenz im allgemeinen wenig. Doch gibt es einige, welche die äußerst wirksame 
Landensche Transformation zulassen und leicht zu berechnen sind. Diese werden hier 
als Ausgangswerte benutzt und zu anderen besonders wichtigen Koeffizienten in Be- 
ziehung gesetzt. Wo dieser Weg zu umständlich ist, wird von den Beziehungen zwischen 
je drei sog. benachbarten Funktionen Gebrauch gemacht, um schwach konvergierende 
Reihen durch zwei andere zu ersetzen, deren jede der Landenschen Transformation 
unterworfen werden kann. Schließlich wird gezeigt, daß sich speziell die 3} in neue 
Reihen überführen lassen, deren Koeffizienten sehr rasch abnehmen. Autoreferat. 

Toscano, Letterio: Su i polinomi ipergeometriei. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 1, 
224229 (1939). 

The author first obtains the relation D?w = (— )" a"+!.D* (x"-1) where ze=1 
and deduces that because 


(e, n, F(—n, b; ce; ©) = zÜ=°(1. — 2) d+r Defge#r 1 — 2)6-2] 
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there is a second relation 
Gmy’Fi-n,b;c;kly) = (-)"y’tr(y — a DR Deyay—hirt 
He also obtains the relation y"P,(1 — 2 kjy) = jr gan Day rl(y — kt! 
and makes some remarks on the polynomials of ent and Sonine. Bateman. 
MaeRobert, T. M.: Expressions for generalised hypergeometrie functions in multiple 
series. Proc. roy. Soc. Edinburgh 59, 141—144 (1939). 
Let t=1-z-ut+z=0 then Euler’s relations 
Flab;c;2)=t""PFlc—a,c—- b;c;2)=t"*Fla,c— b;c;u) 
are extended to the generalised hypergeometrie function witl © + 1 parameters of 
the first type and p parameters of the second. In the generalisation of the first relation 
a product of p series is multiplied by a power of t. In the generalisation of the second 
relation a product of 2p — 2 power series in % is multiplied by a power oft. Generali- 
sations are then given of the relations of Saalschütz and Whipple for generalised 
hypergeometric functions of type 37, and a well poised terminating series is expressed 
as a multiple series. H. Bateman (Pasadena). 
Mitra, S.€.: On certain expansions involving Bessel functions and Whittaker s 
M-funetions. Proc. Edinburgh Math. Soc., II. s. 6, 19—23 (1939). 
Mit Hilfe der Barnesschen Integraldarstellung der verallgemeinerten hyper- 
ER ) gewinnt der Verf. drei einander ähnliche 


Q1s = 3 0g 
Reihendarstellungen dieser Funktion, von denen eine zur Kennzeichnung ihres Auf- 


baues angeführt sei: 
Re 2 )- 
ae O2> - - -> Og 
: SET 20 195% * 
-20, IE Fe A, +29, 09 +9,..,@+ JE FR 

Spezialisierung der Parameter &, und o, gibt dann auf Grund bekannter Zusammen- 
hänge zwischen der verallgemeinerten hypergeometrischen Funktion und der Bessel- 
schen Zylinderfunktion sowie der Whittakerschen M, „-Funktion auch für diese 
Funktionen analoge Entwicklungen. Schoblik (Brünn). 

Toscano, Letterio: Formule limiti sui polinomi di Laguerre. Boll. Un. Mat. ital., 


II. s. 1, 337—339 (1939). 
L’aut. etablit la formule, avec les notations habituelles, 


B 1 1 
H,(2) = 2"n! lim re (7 Ei 33). tk. 


k &tant un nombre fixe quelconque et qui permet de deduire le polynome d’Hermite 

comme limite d’un polynome de Laguerre. T. Popovieiu (Cernäufi). 
Schoblik, Friedrich: Über eine Funktionalbeziehung Hermitescher Polynome. 

Mh. Math. Phys. 47, 333—337 (1939). ee er 
Für das Produkt der Hermiteschen Polynome A, ( 1 5 ) - H, ) und für 


ihre zweidimensionale Verallgemeinerung wird eine bemerkenswerte Beziehung her- 
geleitet und durch Spezialisierung weitere Formeln ermittelt.  F. Knoll (Wien). 
Petersson, Hans: Bestimmung des Anwachsens von ganzen Modulformen bei An- 
näherung an die singuläre Linie und der genauen Größenanordnung von einigen summa- 
torischen Funktionen ihrer Koeffizienten. Mh. Math. Phys. 47, 314—332 (1939). 
Ist f(r) eine ganze Modulform der Dimension — r<0, die in den Spitzen ver- 
schwindet und S eine Modulsubstitution, so gilt (1) f(T) = £(8) (cr + d) " Ps(Sr) mit 


(2) Ps(r) = Dos ezrin+ng)t/Ns, worin O<ngs=1 und N; eine natürliche Zahl ist. 


geometrischen Funktion ‚Fl 


Ps Kohrergierbi in der ganzen oberen Halbebene, und die Z(S) können so gewählt werden, 
daß nur endlich viele verschiedene P auftreten. Ist S die Identität, so wird der Index 8 
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an den Buchstaben P,a,n, N weggelassen. Jede Funktion mit obigen Eigenschaften 
nennt Verf. „reguläre Randfunktion“ und gewinnt folgende Abschätzungen, in denen 


A,B,...E,O nur he der Funktion f abhängen. 1. (x +:y) = oly” 2) für y>0. 
2. f(x E iy)>4Ay z auf einem nur von f abnänzienn Mindestbruchteil der Strecke 
0=< z<N. 3. Br => | ?<CAr. 4. Mit u = Im ezriin+muN gilt Dir+tp 
ar je <E jr+ip “für ganze m,p, während für behebig reelles 6 I |qn(t) |? 


= a =.) gilt, sobald A groß genugist. Zum Beweis wird außer der Formel (1) 
vor allem eine Zerschneidung der no Smr=y, 0sNRersN durch die 
Medianten Ei der Fareyreihe v he tn, und %, natürliche Zahlen, (A,,k)=]1, 
k<[yt]} verwendet. Die Rechnungen sind nach, Sebieaieh wird in weniger 


Zeilen bewiesen, daß die Reihe >) a„(n +1): fürs > — >— =, konvergiert, was bisher 
durch Hecke nur für s >; bekannt war. Lochs (Kennelbach). 


Bohlin, K.: Über Additionstheoreme. Ark. Mat. Astron. Fys. 26 A, Nr 13, 1—10 
(1938). 

Versuche zur Verallgemeinerung des Abelschen Additionstheoremes. Mater. 

Witt, G.: Über die Berechnung der Perioden der elliptischen Integrale. Astron. 
Nachr. 269, 68—73 (1939). 

H. Bruns war es 1875 gelungen, die Perioden der elliptischen Funktionen in der 
Theorie von Weierstrass direkt als Funktionen der Invarianten der kubischen Form 
453 —g,8 = 9, vermittels hypergeometrischer Reihen darzustellen. In den praktischen 
Anwendungen ist davon nur vereinzelt Gebrauch gemacht worden, weil das Rechnen 
mit den schwach konvergierenden Reihen meist zu mühsam wird. In vorliegender 
Untersuchung werden sie, soweit sie ihm nicht von Hause aus angehören, sämtlich 
auf den Typus F(&,ß,& + ß,x) zurückgeführt, der eine nützliche, in weitem Be- 
reich mit starkeı Steigerung der Konvergenz verbundene Umformung zuläßt. Den 
Beschluß bildet eine alle Fälle umfassende Zusammenstellung der Formeln und der 
benötigten rechnerischen Hilfsmittel. Autoreferat. 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 

Hukuhara, Masuo: Sur les points singuliers d’une €quation differentielle ordinaire 
du premier ordre. I. Mem. Fac. Engrg, Kyushu Imp. Univ. Fukuoka 8, 203—247 
(1937). 

Die vorliegende Abhandlung enthält die gemeinsamen Grundlagen und das metho- 
dische Vorbild für die meisten Betrachtungen einer Folge von vier Arbeiten des Verf. 
über den gleichen Fragenkreis, die wir hier mit I—IV bezeichnen; hiervon wurde über 
III bereits dies. Zbl. 19, 165 berichtet (mit gegenüber dem Text und den gegenwärtigen 
Referaten geänderter Bezeichnungsweise); anschließend findet sich dort ein irrtüm- 
licher Hinweis betr. II auf Zbl. 14, 18; man vgl. vielmehr für II und IV nachfolgende 
Referate. — Es handelt sich ständig um das Verhalten der Lösungen einer Differential- 


gleichung (1) 2 =f(z, y) in der Nähe der Stelle 2=y=0 (im Komplexen), 


die stets als in irgendeinem Sinne „singulär‘‘ angenommen ist, sei es, daß f(x, y) bei 
(0, 0) regulär ist und dort den Wert O hat, oder daß f(x, y) dort als nicht erklärt an- 
zusehen ist, während gewisse Angaben über das Annäherungsverhalten bekannt sind. 
Das Verhalten der Lösungen (Einzellösungen und Lösungsgesamtheiten) in der Nähe 
der Stelle x = y = 0 wird nun in Abhängigkeit von x und der Integrationskonstanten C 
durch asymptotische Entwicklungen allgemeiner Art beschrieben; dabei mag die Einzel- 
lösung y=o(z) für z (in passender Weise) --0 ihrerseits gegen O0 gehen, oder auch 
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nicht. Des öfteren Mn auch dıe durch die Transformation x = e hervorgehende 
Gleichungsform eo)? Fr ; = 9(t, y) zugrunde gelegt, wobei dann lt] > ooin verschiedener 


Weise, jedenfalls stets mit Rt— — oo. Zur Vorbereitung entwickelt Verf. zunächst 
eine Theorie gewisser allgemeiner ee Entwicklungen nach Potenzen 
mehrerer Funktionen. Es seien » Funktionen u,,.... u, der m Veränderlichen z,, ...&, 
vorgegeben, und es si imw„,=0(1lsv< SE wenn „> Ü(lzsu=<m) nach 
einem gegebenen Gesetz (im reellen oder komplexen). Er schreibt 


arm) ap. a 


Un 


wenn zu jeder endlichen Teilmenge Rn Ar Menge Q aller Systeme (mit Anordnung) 
irgendwelcher positiver ganzer Zahlen (5, , ja, - - - 7n) = () 
3 — 2a u... = u... |ur\ fü > (a). 
(3) ! Ku, 1 a 1| un] ) für (2,) > (2) 
Man sieht, daß die Linearbasis u... wr der Vergleichsfunktionen hier nicht nach der 
Größenordnung abzählbar zu sein braucht, daß also auf die „Skaleneigenschaft‘“ ver- 
zichtet wird [hierdurch unterscheidet sich vorliegende Theorie wesentlich von der- 
jenigen des Ref. Math. Ann. 113, 629—656 (1937), dies. Zbl. 16, 208], mit der im übrigen 
natürlich manche Gemeinsamkeiten bestehen]. Durch Betrachtungen an Newtonschen 
in, bzw. sun. zeigt sich, daß man (3) auch durch die Forderung 
(3) Tau „Un Sue- (2,%") (N=N.,N, +1; .-.) 

Al Fin<N 
ersetzen kann. Von diesem ne aus wird nun die Ausführbarkeit der vier 
Körperoperationen, die Auflösung simultaner Gleichungssysteme sowie die Integration 
und Differentiation nach einer der Veränderlichen & studiert, von der allein eine der 
Variablen u abhängig sein soll, während die übrigen von x nicht abhängen. — Zunächst 


wird dann die Differentialgleichung (4) & > = y> Q,,20° y* (wo rechts eine formale 


k=0 
Potenzreihe steht mit a9 = = %n-ı = 0; Aon #0, n>0) formal gelöst, und 
zwar er formale Transformation (mittels Potenzreihen) auf die Normalform 


(5) 25 — = az"+! 1 a’z2”t1, die sich (für a’+ 0) euch u= Az", T=olgx mit passen- 
den en 4A, o schließlich auf die Gestalt @ z-ı+ uw! bringen läßt. Die zu 
verwendende Lösung u = a(7) erfüllt die Gleichung a—Ig(l+a)=tr und geht für 
t— wo selbst gegen 00; es ist vr”! nach Potenzen von r-! und r-!Igr in eine kon- 
vergente und asymptotische Reihe entwickelbar [vgl. hierzu auch eine Note des Ref.: 


Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 49, 7—9 (kursiv) (1939), wo der Eigenname ‚‚Hukuhara“ 
zu lesen ist]. Durch Einsetzen und Rücktransformation erhält man eine formale 


- 2 
Lösungsreihe nach Potenzen von = e und 2= = alolgx + o) " mit der In- 


tegrationskonstanten C als Parameter. Nunmehr werden analytische Voraussetzungen 
oo 


gemacht: an Stelle von (4) tritt (5) 2 = . *a;(£) y* mit gleichmäßiger Konvergenz 


der Reihe rechts für kleine |y| und große | Be t auf einem Halbstrahl bzw. in einem 

Winkelraum der linken Halbebene; dabeı sollen die a,(t) (stetig bzw. regulär und) 

> a;ze'* für || > © sein. Alsdann stellt die Reihe eine Schar von Lösungen asym- 
;=d 


ptotisch dar, und es sind darin alle Lösungen mit genügend nahe bei (0, 0) gelegenem 
Anfangspunkt (z,, Y,) enthalten, so daß man in diesem Sinne von der „allgemeinen 
Lösung“ sprechen kann. Ist insbesondere f(x, y) bei (0, 0) regulär, so bekommt man 
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konvergente Reihen nach Potenzen von x, deren Koeffizienten asymptotische Reihen 
nach Potenzen von z sind, und die für die volle Umgebung von x = 0 Auskunft geben. 
Hermann Schmidt (Jena). 
Hukuhara, Masuo: Sur les points singuliers d’une &quation difförentielle ordinaire 
du premier ordre. II. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III.s. 20, 167—189 (1938). 
Die Methoden von I (vgl. vorsteh. Ref.) werden hier auf die Differentialgleichung 
(6) 2 —= f(x, y, 2°y-\) angewendet (o positiv ganz), deren Analogie zu I deut- 
licher wird, wenn man zu dem (etwas allgemeineren) System übergeht: 


=Y = yile, Y,2); 292 — 20 — ja, 9,2). 


Zunächst wird für f eine formale Potenzreihe D'a,;; © y*z’ gesetzt, bei der ag00 =: 
—= Wn-10 = 0, ano #0, n>1. Formale Transformation führt zu 
du dv 


(7) Fre an man ri 2, = ole Zam 42%), r(a 0) 


woraus sich % wie in I berechnet, während v (mit einer weiteren Integrationskon- 
stanten C”) den Wert 9=C’z2:u erhält. Nimmt man an, es sei nun im Sinne 
der Analysis = Da; ı(2) y*z! und darin a,,(e') - Da,x,e’‘, wenn t auf einer passen- 


7 

den Kurve bzw. in einem Winkelraum der linken Halbebene ins Unendliche geht, 
so erhält man wieder asymptotische Reihen für die Lösungen, die nach Potenzen von 
e = x, u, v fortschreiten, wo u, v (7) erfüllen. C’—= 1 entspricht hierbei der „allgemeinen 
Lösung‘‘ der Ausgangsgleichung (6). Bei Anordnung nach Potenzen von v bekommt man 
konvergente Entwicklungen mit Koeffizienten, die hinsichtlich x, « aus der Umrechnung 
hervorgehende asymptotische Entwicklungen besitzen. Verschärfungen im Falle eines 
bei (0, 0,0) analytischen f{z, y, 2). Hermann Schmidt (Jena). 

Hukuhara, Masuo: Sur les points singuliers d’une &quation difförentielle ordinaire 
du premier ordre. IV. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 20, 865—907 (1938). 

Im wesentlichen mit den Methoden von I (vgl. vorsteh. Referate) wird in (III und) 


IV die Differentialgleichung (2) re g(t, y) unter der Hauptvoraussetzung behandelt, 


di 
daß g(t, y) = art) y* ist, mit = 
k=0 a,() - Diaz! (a = 0, = e>0 geeignet). 
;=d 


Wie früher wird zunächst die entsprechende formale Gleichung in eine Normalform 
formal transformiert. Je nach dem Wert von a,, —=A sind die vier Fälle zu unterscheiden: 
1. A=#0, nicht positiv ganz, nicht negativ rational. Normalform: u’ = Au. 
2. 1>0 ganz: "= Au+taeli. 
3. 1=0: W=au"tl4 a’u?*+! (führt auf I zurück). 


u = (n,»>0, ganz): W—= — (—u + alertur)" + a’ (ertuwr)?r). 
Abgesehen vom Fall 2. gibt es zunächst eine formale Einzellösung y(f), die nach posi- 


tiven Potenzen von & = e* fortschreitet und die asymptotische Entwicklung für eine 
wirkliche Lösung ist. Durch Einführung von y — y(t) erhält man an Stelle von (2) 


. dy 
die Formel (8): > —= yg(t, y) [vgl. I, (4)]; A ist das neue a,, und braucht zum Unter- 


scnied von I jetzt nicht mehr —=0 zu sein. Während nun III im wesentlichen der 
Gleichung (8) unter der Annahme 1. gewidmet war, wird jetzt in IV Fall 2. und 4. 
weiterbehandelt. Man bekommt im Falle 4. Darstellungen der „allgemeinen Lösung“ 


na” 


von (8) in der Gestalt y=upit, u), wo u=et(©a (-" IF ”” (q wie in I; 


Ausnahmen mit Vereinfachung für a’ —=0!), während ft, u für £— 00 (geeignet) und 
u — 0 eine asymptotische Potenzentwicklung besitzt; ähnlich im Falle 2. für (2). (NB.. 
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%—0 ist unter Umständen — z.B Fälle mit A< 0 — bei festem C n':ht zu ver- 
wirklichen, sondern nur durch Grenzübergang an C.) Hermann Schmidt (Jena). 

Bautin, N. N.: On a differential equation with a boundary eyele. J. techn. Physies, 
Leningrad 9, 601—611 (1939) [Russisch]. 

L’auteur &tudie les courbes integrales de l’&quation 

+2=oas+ßıs ty? +00 (1) 

ou &, ß, y, © sont des constantes. Les proprietes de ces courbes, decrites par le point 
(2, y= x), dependent de la nature et de la disposition des points singuliers (cols, 
noeuds, foyers, centres). En suivant la m&thode de H. Poincar& l’auteur recherche 
surtout les cycles limites, c’est & dire les courbes integrales ferm&es qui correspondent 
aux solutions periodiques de (1) et les conditions de stabilit&. II donne quelques exemples 
particuliers accompagnes des figures montrant les points singuliers et les eycles limites. 
Enfin il etudie l’&quation 


S+x= ua +ußEX% + uyoR: + 68? (2) 
oü u est un paramötre; si u = 0, (2) admet la solution p£riodique stable x = R cost, 
&= — Rsint; si |w| est asser petit l’®quation (?) admet encore des solutions stables. 


B. Hostinsky (Brünn). 
Titchmarsh, E. C.: A differential equation whose solutions are self-reeiprocal fune- 
tions. Rev. Ci., Lima 41, Nr 427, —. (1939). 


Verf. beweist, daß y= e-t* Bess ans 7 du eine Fouriersche ‚„‚selbstreziproke“ 
Lösung der Differentialgleichung {Ds +z2D?+(22—-1)D+2+32}y=0 (»- — 2) 
ist. V.G. Avakumoviä (Beograd). 


Chiellini, Armando: Sulle pseudo-equazioni differenziali di Fuchs di prima specie, 
di ordine qualunque e su elassi di equazioni di Riccati ridueibili alle quadrature. Rend. 
Semin. Fac. Sci. Univ. Cagliari 9, 142—155 (1939). 

Für die Differentialgleichung 


am +. + hla)y +hla)y=O 
wird mit Hilfe von Differentialinvarianten ein Kriterium dafür hergeleitet, wann 
die Differentialgleichung sich in eine solche mit konstanten Koeffizienten transformieren 
läßt; vgl. hierzu Kakeya, Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. (3) 20, 365—373 (1938); dies. 
Zbl. 19, 165. Durch Anwendung dieses Kriteriums ergeben sich die auch unmittelbar 
leicht zu bestätigenden Tatsachen: Es geht über 

a8y" +H[aa” +1 2]ay + ar taw- Yar+r1]y—=0 

durch y-al-’n(,g=in n"+an +bn=0; 


a? y" +laa®’+?- vw +l)Jjy=0 
durch y=x”"’n(&£) n n’+an=0; eine entsprechende Transformation wird für 
eine Differentialgleichung vierter Ordnung angegeben. Von den folgenden Riccatischen 
Gleichungen wird gezeigt, daß sie durch Quadraturen integrierbar sind: 
Yy+yı+F@a)=0; 


F(«) = a2” — „ aaa —avar-! az +ab— )ariy+cz" 


mtdb=—-1+Y1-4c Cla®+br+eo). Kamke (Tübingen). 
Mitrinovitch, Dragoslav $.: Equations difförentielles d’Abel d’ordre superieur. Bull. 
Acad. Sci. Math. Nat., Belgrade Nr 5, 25—31 (1939). 
Bestehen für die Koeffizienten &,(x), ß,(x) der Abelschen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


(y + Bıy + Bo)y" = aıy’ + 20yYV + X? +20,Yy' +20,y+% 
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die Beziehungen 


A-PB-20,Bı+2%=0, aßıßa— Ref Pıt+=0, Aıßı-20 Pıt&s=0, 
so reduziert sich die Differentialgleichung auf die beiden Differentialgleichungen: 


F = (20,ß, — &ıß3 — &)A® + (Pıße + 201ßa — 20, — PB) — (a1 + Bı)A, 


’ 1 
Yy +ßfy +h=7- 


Eine entsprechende Tatsache wird für die Abelsche Differentialgleichung dritter Ord- 
nung abgeleitet. Kamke (Tübingen). 
Boulanger, J.: Sur l/’&quation differentielle du troisitme ordre. Bull. Soc. Roy. 
Sci. Liege 8, 208—223 et 280—284 (1939). 
L’A. studia le soluzioni dell’equazione 


y" _s f&; y, y, y") (*) 
uscenti da un punto con una direzione assegnata e passanti per un altro punto pre- 
fissato. Con un cangiamento dell’origine degli assi il problema puö cosl formularsi. 
Sia f(z; y, y', y’) continua nel dominio D:O<x=<b,|y|<sL, |yY|<L‘, |y’|<L”, 
(b>0, L>0, 7>0, L">0) |f(a;y,y,y")|=M, e si cerchino gli integrali 
della (*) che soddisfano le condizioni ai limiti 

y(0)=0, y(0)=(, yb)=B, [(|B|<Z, |0|< 7]. (**) 
Supposto che f(z; y, Y, y”) sia lipschitziana in D rispetto agli argomenti y, y', y", 
\/(; yı u WM) - May» Wlsem-vtßyu-sl+trAa WR: 
VA., seguendo il classico procedimento di Picard per le equazioni del secondo ordine, 
dimostra che se 


8 R 2 
Zw +l2l+2Blel<z, Zo+@yl+3lcl<Z, & 
2Mb  2]B] Zube Fe) 


oe b 

a alyy ; | 97 +Bb+2y)4 <1, 

esiste allora un integrale della (*) che soddisfa le condizioni ai limiti (**). Le condizioni 

(***) sono anche sufficienti per l’unicitä, e l’A. dimostra questo fatto tanto direttamente, 

quanto, in condizioni piü restrittive, col metodo di Picard. — Quando ci si riferisca 

all’equazione lineare y’”’ = A(z)y” + B(z)y’ + C(z)y, con A(z), B(x), C(z) con- 

timue in (a, b), (a << b), ’A. dimostra che le due condizioni A’(x) — B’(2) +2C(2)>0, 

A(x) <0, sono sufficienti per l’unieitd di un’eventuale soluzione dell’equazione che 

soddisfi le condizioni ai limiti y(a) = A, y’(a) = A’, y(b) = B. Tale criterio, sotto 

opportune ipotesi, & esteso all’equazione (*). Giovanni Sansone (Firenze). 

Germay, R.-H.-3.: Sur les systömes eomplötement int&grables d’&quations aux 

differentielles totales & coeffieients lin&aires. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 8, 270—279 
(1939). 

Germay, R.-H.-J.: Sur les syst&mes completement intögrables d’&quations aux 

] differentielles totales & coeffieients lin#aires. II. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 8, 351—359 
(1939). 

Die in einer früheren Arbeit des Verf. (vgl. dies. Zbl. 21, 128) angewandte Methode 

zur Ermittlung und Transformation von Integralen einer vollständig integrierbaren 


Pfaffschen Gleichung mit linearen Koeffizienten wird hier auf vollständig integrier- 


bare Pfaffsche Systeme von folgender Form verallgemeinert: 
N 
1) dz, = Ita, ea) %n)2ı u ae + ART, a Cn) 2 > Alla, Os) z,)}dar 


(=]1,...,p). Das System (1) wird durch ein allgemeineres, von einem Parameter A 
abhängendes System von Integralgleichungen ersetzt. Geht man darin mit dem 
Ansatz 2, = 2,0(%15, -.., %) + AZuıl&1> ..., 2) + RZ, .,) + ein, so 
führt der Vergleich von Koeffizienten bei gleichen Potenzen von A zur Bestimmung 
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der Funktionen Z,; und zu der einzigen Lösung des Systems, die sich für 2, =), ..., &, 
= x, auf gegebene Werte z},..., 2% reduziert. — In der zweiten Arbeit werden die 
gefundenen Ausdrücke für Integrale mittels Einführung gewisser Funktionen trans- 
formiert. O. Borüuvka (Brünn). 
Ditferential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 

Miranda, C.: Su un problema di propagazione. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI. s. 29, 168—174 (1939). 

Das Problem, eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

ou lou wu a 

ı) ar arte t), (p = konst.) 
mit den Randbedingungen 
2) ug) =ule,0)=0, Wlr,t) + lu, =g(), (l = konst.) 
im Gebiete o>r>0, t>0 zu bestimmen, wird zunächst auf eine Volterrasche 
Integralgleichung zurückgeführt, was die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung 
sicherstellt. Bezeichnet man mit 7, (r,,r3), Tz(r,) die von den Geradent=0,t=p(r, —e), 
t=ple — r,) bzw.t= 0,0 =r,t=p(r, — 0) begrenzten Dreiecke der (oe, t)-Ebene, 
so stimmt w(o, t) in T,(r,,r3) bzw. T,(r,) nach einem Ergebnis Picones (dies. Zbl. 20, 
360) mit einer jeden Lösung der Gleichung (1) überein, welche auf den zutreffenden 
Seiten der genannten Dreiecke die Bedingungen (2) erfüllt. Für die u(o,t) werden 
alsdann mittels der Transformiertenmethode (vgl. dazu Picone, dies. Zbl. 16, 213) 
Reihenentwicklungen und Darstellungen durch definite Integrale gewonnen, die in 
den Dreiecken 7,, T, gültig sein sollen. @. Cimmino (Cagliari). 

Doetseh, Gustav: Über die Abhandlung von M. Pieone: Formule risolutive e eon- 
dizioni di compatibilitä per aleuni problemi di propagazione. Boll. Un. Mat. Ital., II. s. 
1, 105—108 (1939). 

The memoir cited deals with the solution of the partial differential equation 


u ou 
for t=0 in a regular domain 7 of space, the coefficient A,, A,, Aa being arbitrary 
constants. The initial values of u and = are supposed to be prescribed functions of 


x, y,2in T while on the boundary of 7’ a linear combination au + Bw, of u and its 
normal derivative is supposed to be an assigned function of z, y, z and t, the ooefficients 
& and ß being functions of z, yand z, the coordinates of the point P. Doetsch remarks 
that the defect in Picone’s proof of the solution’s uniqueness which he noted in his 
book on Laplace’s transformation can be removed by making the majorising functions 
M,(P,t) depend only on r. — These functions occur however in inequalities of type 
|or(P, t)| < M,(P, t)et where for k— 0,1,2,3,4. @; denotes the function u and 
its derivatives with respect to z, y, 2, t respectively. Picone remarks that in the prac- 
tical applications the majorisation of |o;(P, t) |e”"! is effected more easily by functions 
M,(P, r) depending on P than by functions depending on r alone while the boundedness 
in T of M,(P, r) is a consequence of its continuity with respect to the coordinates 
of P. It should have been added in the enunciation of the theorem that the quantities 
M,(P,r) are to be positive, finite and continuous. — Picone adds some further 
refinements of the hypotheses made in the enunciation of the theorem. 
H. Bateman (Pasadena). 

Schröder, Kurt: Über eine Integralgleichung erster Art der Tragflügeltheorie. 

8.-B. preuß. Akad. Wien 1938, 345—362. : 


Verf. betrachtet die Integralgleichung /(y) = = ji = = 


dz D (— a< Y < 6) 
-a 
(unter /” ist der Cauchysche Hauptwert zu verstehen), unter den Voraussetzungen (8) 
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daß die nicht notwendig beschränkte Funktion /(y) im offenen Intervall (—a, a) mit Aus- 

nahme von endlich vielen Singularitäten y= y,(w=1,2,...n) stetig ist, und (1), 

daß sie in jedem offenen Teilintervall von (—a, a), das kein y, enthält, und dessen 

Randpunkte sowohl von y = 9, als auch von y= a verschieden sind, gleichmäßig 

einer Lipschitzbedingung N ER 
& 

iy +9 —IW| <Alelr 1 


genügt. Er zeigt, daß jene Integralgleichung Lösungen besitzt, die 1. über dem Inter- 


+4 
Auen 
vall (—a, a) integrierbar sind, 2. für die das Integral | u?(z) V 1— (2) existiert und 
a 


die sich 3. bis auf eine Nullmenge in der Form 


” BEN, a 
i@) y: Ä (2) Su)de 
u(y) = 2 det SEE 
one ren, 
a a). 
darstellen. nn | Wegner (Heidelberg). 

Daymond, S. D., and J. Hodgkinson: A type of aerofoil. Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 10, 136—144 (1939). 

Verff. behandeln Profile, die sich aus drei Kreisbögen zusammensetzen, die die 
Winkel 2x, rn, rz miteinander bilden. Mit den Methoden der konformen Abbildung 
berechnen sie Strömungsfunktion und Kräfte. Die Strömung ist für den allgemeineren 
Fall, daß die Kreisbögen unter beliebigen Winkeln zusammentreffen, schon von Wolff 
(Ing.-Arch. 4, 521) mit Hilfe von hypergeometrischen Reihen untersucht. F. Riegels.°° 


Sobolev, S. L.: The present state of the mathematical theory of small vibrations. 
Publ. Inst. Seismol. Acad. Sci. URSS 79, 81—97 (1938) [Russisch]. 


Pleijel, Äke: Proprietes asymptotiques des fonetions fondamentales du probleme 
des vibrations dans un eorps @lastique. Ark. Mat. Astron. Fys. 26 A, Nr 19, 1—9 (1939). 
Verf. stellt sich die Aufgabe, das folgende Randwertproblem 
a graddivu — brotroetu + Au=0 (A): 
(a, 5 sind Konstanten) zu lösen für alle Punkte eines im Endlichen gelegenen Raumstückes 8 
mit der Randbedingung u = 0 auf der Oberfläche 7’ des Raumstückes. [Der Fall A = 0 wurde 
von Weyl, Rend. Circ. mat. Palermo 39 (1915) gelöst.] Analog den Weylschen Überlegungen 
konstruiert Verf. den Tensor P, der den singulären Teil des Greenschen Tensors für den Fall 
A + 0 darstellt. Der kompensierende Greensche Tensor X(p, g; A), der mit dem Greenschen 
Tensor @(p,g; A) durch die Formel 
@(p,9;)) = P(p,g;)) — K(p,9;) 
verknüpft ist, besitzt Spaltenvektoren, die reguläre Lösungen des folgenden Gleichungs- 
systemes sind: AFK(p,g; A) +AK, m ;A)=0inS, 
K,(p,q;)) = P;(9, 9; A), wenn sich q auf T befindet. 
(p bedeutet dabei einen Punkt im Innern von 8.) Die Eigenvektoren des Problemes (A) @,(p) 
= {Pi > 9%, 9} mit den dazugehörigen Eigenwerten A,, A,,... genügen der Tensorgleichung 


oo 
er) EI 7 NS ODE) 
I mh) 
Dabei ist das Produkt 9,(p) p,(g) die Matrix, die sich durch Multiplikation des Spalten- 


vektors 9,(p) mit dem Zeilenvektor p,(g) ergibt. Auf Grund des wichtigen Theorems von 
Carleman: Ist 


fü) = > -—. (A reell und negativ) 
- »—4 
y— 
eine Reihe, wobei »>0, ,>0, die eine asymptotische Entwicklung der Form 


in & ( 
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.gi-a 


zuläßt, so hat man A sinn« 
> ra 
A, Et} 

erhält Verf. die beiden fundamentalen asymptotischen Gleichungen 


2 it 1 \3/2 1 3/2 1 1 3/2 1 3/2 = 

le) +25) em Irma) +26)” 
2 Az 

(s. auch Weyl, loc. cit.). Wegner (Heidelberg). 


@ Churchill, Ruel V.: Introduetion to Fourier series and boundary value problems. 
Ann. Arbor: Edwards Brothers, Inc. Distributed by Ulrich’s Bookstore 1938. IV, 


94 pag. $ 2.50. 
Kap.I gibt eine allgemeine Einführung in den Gegenstand, Kap. II ae die La- 
2 
placesche, die Wärmeleitungs- und die (einfache) Wellengleichung H- = a? — Ep Y und beleuchtet 


die Rolle der Fourierreihen an dieser Gleichung. Kap. III führt die Orthogonalität einer 
Funktionenfolge ein, sowie die zugehörigen Fourierreihen; Beweis von Bessels Ungleichung 
und des Parsevalschen Satzes; zur Illustration werden Tschebyscheffs Polynome und die 
Sturm-Liouvilleschen Funktionensysteme herangezogen. Kap.IV entwickelt die allgemeine 
Theorie Fourierscher Reihen und behandelt — mit vielen Belegen an speziellen Funktionen: 
Konvergenz, gliedweise Differentiation und Integration Fourierscher Reihen von stückweise 
stetigen Funktionen. Fouriers Doppelintegraltheorem. Im Hauptteil, Kap. V, werden die 
Differentialgleichungen aus Kap. II durch Reihenansatz gelöst. Kap. VI und VII bringen 
Besselsche und Legendresche Funktionen und ihre Anwendung bei Randwertaufgaben. — 
In das Buch sind zahlreiche sorgfältig gewählte Beispiele eingestreut, die dem Verständnis 
dienen werden. Izumi (Sendai). 

Green, John W.: Harmonie funetions in domains with multiple boundary peints. 
Amer. J. Math. 61, 609—632 (1939). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Maria und Martin [Duke math. J. 2, 517—529 
(1936); dies. Zbl. 15, 159] über die Darstellung einer positiven harmonischen Funktion 


durch ein Stieltjesintegral von der Form: 
u(P)=[f($, P)du (e) 
i 


erstreckt über den Rand t eines Gebietes T', und eine Arbeit von Perkins [Trans. Amer. 
Math. Soc. 38, 106—144 (1935); dies. Zbl. 12, 353] werden hier, indem ein abstrakter 
Raum aus den Punkten und Randpunkten von T definiert wird, gewisse Erweiterungen 
der Resultate gewonnen. Hornich (Wien). 

Brelot, M.: Quelques applieations aux fonetions holomorphes de la theorie moderne 
du potentiel et du probleme de Dirichlet. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 8, 385—391(1939). 

Übertragung des sog. Zweikonstantensatzes auf subharmonische Funktionen in 
einem Raum von n > 2 Dimensionen. Anwendung auf das Problem von Carleman- 
Milloux. Die letzten Betrachtungen scheinen mit den Beweisen identisch zu sein, 
die von Beurling und vom Ref. gegeben worden sind. R. Nevanlinna. 

Hibbert, Lueien: Proprietes de la fonetion harmonique log R d£finie sur le cerele- 
unit& par des suites partieulieres de ses valeurs. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 287—289 
(1939). 

L’aut. pose le problöme: Soit dans un cercle une fonction harmonique U donnee 
par ses valeurs sur le contour; trouver, dans l’hypothese ou la fonction U est discontinue 
sur le contour, le comportement de la fonction conjuguee V sur les courbes U = const. 
Il envisage un cas oü le derive de l’ensemble E des points de discontinuite de U se 
reduit & un point, et un autre oü E est parfait discontinu. La solution est fournie par 
la consideration de la fonction analytique U +:V. Ch. Blanc (Lausanne). 

Neumann, Ernst Riehard: Über die konforme Abbildung komplementärer Gebiete. 
Math. Ann. 116, 664—700 (1939). 

Anwendung und Weiterführung einer früheren Arbeit des Verf. (Math. Ann. 116, 
534—554; dies. Zbl. 20, 304, unten als I zitiert). Es seien % und V Innen- und Außen- 
gebiet einer Jordankurve o (mit stetiger Biegung und endlicher Krümmung) der z- 
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Ebene (2 = x + iy), und w(z) = e”*(x, y) + io(z, y) eine der analytischen Funktionen, 
die % derart auf |w| < 1 umkehrbar eindeutig und konform abbilden, daß ein Punkt o 
in $ auf w = 0 abgebildet wird. Die entsprechende Greensche Funktion mit Pol in o 
ist dabei A(z, y), und die Umkehrfunktion von w(z) wird z=»(w) genannt. — Die 
Punkte von “% werden durch die „Greenschen‘“ Koordinaten A und w bestimmt, und 
durch Grenzübergang werden auch den Randpunkten s von o Koordinaten & zuerteilt, 
was Einführung eines funktionentheoretischen Maßes auf o bedeutet. Die Beziehungen 
zwischen den Greenschen Funktionen und entsprechenden Belegungen mit verschie- 
denen Polen o in % werden erörtert und dem Poissonschen Integral verwandte Formeln 
aufgestellt. Die Grundlösung — log |2, — 2| = —Rlog[p(w,) — P(w,)] wird in eine 
trigonometrische Doppelreihe der Winkelargumente w, und w, entwickelt und gezeigt, 
daß diese Reihe auch dann gültig ist, wenn eines von z, oder 2, auf den Rand o rückt. — 
Es werden weiter die Robinschen Derivierten unter Zugrundelegung der eingeführten 
Greenschen Koordinaten betrachtet und mit ihrer Hilfe ein Verfahren entwickelt 
und in möglichst elegante Form gebracht, um aus der (als bekannt anzusehenden) 
Koeffizientenmatrix der genannten Doppelreihe die Dichtigkeit der Grundrestbelegung 
(vgl. I) und der „‚natürlichen‘‘ Belegung (d. h. die Gleichgewichtsverteilung einer dem 
von o begrenzt gedachten Konduktor mitgeteilten Ladung der Größe eines von einem 
fingierten Medium mit logarithmischen Potentialgesetz) zu berechnen. Daraus ergeben 
sich nach den Resultaten in I die Greenschen Belegungen und Funktionen des Bereichs X. 
Parallel mit dieser Aufgabe und möglichst analog damit behandelt Verf. die umgekehrte, 
wo die Abbildungsfunktion des Außengebietes X als gegeben betrachtet wird und die 
Abbildungsfunktion von {% gesucht und gefunden wird. Gustav Hössjer (Göteborg). 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 

 Koupradze, W.: Quelques nouvelles applications de la theorie des rösolventes aux 
problömes limites de la th6orie du potentiel. C.'R. Acad. Sci. URSS, N. s. 23, 7—13 
(1939). 

Dans les &quations integrales de Fredholm que l’on trouve dans la theorie du po- 
tentiel il arrive souvent que le parametre A est egal & une valeur caract£eristique. Si la 
valeur caracteristique est un pöle simple de la r&solvante, on sait qu’il est possible 
au moyen de raisonnements simples d’obtenir la resolution du probl&me limite. Plusieurs 
probl&mes de la theorie du potentiel conduisent au cas oü la valeur caracteristique est 
un pöle simple de la resolvante (par exemple le probleme de Dirichlet pour l’&quation 
de Laplace). L’auteur indique une möthode pour resoudre les probl&mes limites 
(ol la fonction cherchee est donnee sur une surface fermee) dans le cas oü la valeur 
caract£ristique est un pöle multiple de la r&solvante. Il considere en particulier les 
problömes de Dirichlet et de Neumann pour l’&quation 

Ay Be u uno 
022 ! öy% ! 92 9 B. Hostinsky (Brünn). 

Huber, A.: Eine Näherungsmethode zur Auflösung Volterrascher Integralgleichun- 
gen. Mh. Math. Phys. 47, 240—246 (1939). 

In questo lavoro l’A. espone un metodo per la risoluzione approssimata dell’equazione 


FÜ) = (1) Kit, r)dr, 
0 


i 
che consiste nel porre (T)o f(r)=&;(T—io) +0 Do, per Ü—-1)o<r<sio, 
=1 


determinando le costanti &; in modo che sieno soddisfatte le equazioni 


k io 
F(ko)=> [fir) K(ko,r)drt. (k=1,2,...) 
i=1 (i—-1)o 


Naturalmente per ottenere una buona approssin.azione occorre prendere la quantitä o 
sufficientemente piccola. In taluni casi particolari poi l’approssimazione ottenuta 
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puöd essere ancora migliorata apportando alle &,, determinate col predetto metodo, 
convenienti correzioni. — Le possibilit pratiche del metodo sono illustrate da un 
esempio numerico. C. Miranda (Genova). 


Busbridge, Ida W.: On the ande of an integral equation. J. London Math. Soc. 
14, 128—132 u. 

Soit f(z) = fi k(t) f(x — t) dt une &quation ou l’on a k(t) = O(e”*®) et oü l’inconnue 
est astreinie & LE condition f(z) =O(&*) ((<b<a). Sous certaines conditions, 
f est de la forme I)c„exp(—iw,x), oü les w, sont les racines de ro euidt=]; 
cela generalise un resultat recent de Titehmarsh (voir ce zu 21, 136). L’auteur 


resout en outre dans certains cas l’&quation f(x) = g(x) + [ k(t) f(x — ı) dt. 


Georges Giraud (Bonny-sur-Loire). 


Sundaram, S. Minakshi: On an infinite system of non-linear integro-differential 
‚equations. Proc. Indian Acad. Sei., Sect. A 9, 410—418 (1939). 
Das System von unendlich vielen Integrodifferentialgleichungen 


Y,(&) Se) F,&; Yı)» el), .]dt 


wird durch die Methode der sukzessiven Approximationen behandelt, um die Existenz 
einer Lösung zu beweisen, für welche Sy}, 2.y,, konvergent sind. Das gelingt unter 
passenden Voraussetzungen für die K„, F„, indem die Gleichungen des Systems vor- 
läufig nach x differenziert werden, wobei die beiden Fälle X,(z,2)=0, K,(z, 2) #0 
zu unterscheiden sind. @. Cimmino (Cagliari). 


Natanson, I.: Sur Pintegrale du type de Dini. Rec. math. Moscou, N. s. 4, 541—547 
u. franz. Zusammenfassung 548 (1938) [Russisch]. „ 


Verf. betrachtet die Transformation (I) g(z) = e\ fa +) - Ha nn wo f(x) 
periodisch (2 x) ist und zu L? u (also g(x) € 1) und zeigt (als Verschärfung einer 
Lusiv;schen Bun ellung)) daß 4 g92:(z) dx < 07 if P(x)dxz ist mit bestmöglichen 


= |: sin. Falls f g(z)dx—=0 ist, so ist durch (I) umgekehrt f(x) bis auf 
eine Sldiiye Konstante bestimmt, und es gilt im Falle, daß 8 fa)de=0 ist, 


Jrwas sa (x) dz mit bestmöglichen o, - [in a J. Karamata. 


Cramer, Harald: On the representation of a function by certain Fourier integrals. 
‘Trans. Amer. Math. Soc. 46, 191—201 (1939). 

Let f(t) be a complex-valued function of the real variable £, bounded for all t and 
integrable L over every finite interval. Let u w be a function belonging to L(—oo, oo), 


4(0) =1,_ representable in the form u(t) = |; e!zm(xz)dz with m(2)>0 [for ex. 


ei) =1- |illt|<), a) =0 (lt >)]. Fr any e>0 denote by g.(x) the ab- 
RS convergent integral 


(Am)-ife-t2uler)itdt. 


Zentralblatt für Mathematik. 21. 21 
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The author proves the following theorem: In order that f(t) admit (almost everywhere) 
a representation of one of the following types 


MD iW=jerarke), (m 1) =jerdsk), (UN 10) =[eg@dz, 


with a real bounded non decreasing F (x), resp. with a complex-valued @(x) of bounded 
variation in (—oo, 0), resp. with a complex-valued g(x) € L(—oo, oo it), is necessary 
and sufficient [for M)] that g,(x) be real and >0 for O<e<1, -o<x<om, 


resp. [for (II)] that A |9.(2)|dx be uniformly bounded for 0 = e<<1, resp. [for (III)] 
that Sit x2)|dx be ee bounded for 0<e< 1 and Soda _ ()]de> 0: 


for &>0, n > 0. — The conditions for (II) and (III) remain ae even if one does not 
suppose that f(t) be bounded. — The theorem may be extended also to functions of 
several variables. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 
Beurling, Arne: Sur les intögrales de Fourier absolument convergentes et leur appli- 
eation & une transformation fonetionnelle. (Helsingfors, 23.—26. VIII. 1938.) 9. Congr. 
des Math. scand. 345—366 (1939). 
Sei: (V,) die Klasse derjenigen Funktionen F(x), welche in (— 00, + oo) von be- 


schränkter Schwankung ist, derart, daß V,(F) = [ p(z) |dF(x)| < oo bleibt, wobei 
rap) =1, ple+yY)=pla)ply) und p(@)> pie) für || > |o| ist; (T,) die 
Klasse der Funktionen f(t) = Sf e!=dF(x) falls F(x) zu (V,) gehört, mit der Metrik 


0 


T,(f) =V,(F). In $$ 1 und 2 gibt Verf., sich auf die Beziehung lim JT, (f") 
n=X 
= Borne oh I/(t)| stützend, als Hauptergebnis die folgende Verallgemeinerung des 
—-wo<t<o 
Pitt-Wienerschen Satzes [On absolutely convergent Fourier-Stieltjes Transforms. 
Duke math. J. 4, 420436 (1938]: Ist F(x) ohne singuläre Komponente und @(z) 
eindeutig und analytisch im offenen Bereich, der die /-Werte, /(t) € (T,) enthält, 


dann gehört auch p(f(t)) zu (T,). Ein entsprechender Satz gibt Bedingungen, wann 
dies für ein endliches Intervall Stabtinder. $ 3 befaßt sich mit den Klassen (Z,), (Lı%) 


bzw. (C,) der meßbaren Funktionen ©, definiert durch AN |d(z)| p(z) dx < x, 


EM a. < cs ber. C,(B) = Borne sup [F@| en mit 0,(®(z+h) — Dia) 0, 
Ka -©<2<oPl%) A 


h>o, und die durch JG — y)dF(y) = D*(e), FE(V,), transformierte Klassen 


(L}), (Zi) bzw. (18. Es ergibt sich einerseits, daß die Funktionenklassen (25), 
(IH), (C}) bzw. (7%) identisch sind mit (L, o)» (L\»), (C,) bzw. (V,), falls F keine sin- 


guläre Komponente besitzt und Borne inf | [ etzdF (2) >0 im Existenzbereiche ist; 


anderseits er die Funktionen der Klassen (22), (L},) bzw. (C#) dicht in (LZ,), (Lin) 


bzw. (C,), falls [er IE p(@) dx konvergiert und l e'*!dF(x) +0 ist. Dies wird auf Sätze 


Tauberscher Art (insbesondere diejenigen ' on Wiener und Pitt) wie auch auf Inte- 

gral- und partielle Differentialgleichungen angewendet. J. Karamata (Beograd). 
Cameron, Robert H., and Norbert Wiener: Convergence properties of analytie func-. 

tions of Fourier-Stieltjes transforms. Trans. Amer. Math. Soc. 46, 97—109 (1939). 
Let /(z) be a function of bounded variation in (—oo, oo) for ich 2/(2) = f(x+0) 
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+f(z— 0), and let F(x) - fezvafiy). One can write f(x) = h(x) +g(z) + s(x) 


where h(z) is a step-function, g(x) is absolutely continuous, and s(z) is continuous 
and has a zero derivative almost everywhere. Let 


B@=jerrang), Ge) =[eräge), St) = erde), 
and let Fer 


© f[n+1 0 n+1 6 
TkKF@))=z2 [Marc | 7 o)==|laktı) +22 Naown+as] 
NnN=-X@|LNR n=—-ox 
where 0<0<1 and in |dh(y) |P means the sum of the 6-powers of the jumps of h(y). 
The authors say that F(xz)EA5 or F(x)E AF* if T5LF(z)] < x or Tö*[F(x)]<o. 
They write As for A$ or A$* and Ts for T# or T$*. — The object of this paper is to 
prove the following theorem: Let F(x) € As, let R be the closure of the set of values 
of F(x), and let R* be the set of complex numbers whose distance from R is not greater 
than {Tot s(z))}/P. Let J(z) be a multiplevalued function defined on an open set R 
containing R*; and let J(z) consist of exactly n distinet nonintersecting analytic sheets 
in the neighbourhood of each point of R. Let the n continuous branches of J[F(x)] and 
J[H(x)] be denoted in some arbitrary order by [J (F (2))]; and [J (H(x))],, 5=1,2, ..., n). 
Then there exist two permutations P,,...,Pn and 9,...,q„ (each unique) of the 
numbers 1,2,...,n such that 


N 0 
| IIF@), [I (H@)),?de=0, 5 AL a Le 


Moreover if for any particular j we have p, = g,, then [J(F(x))] € Aa. This theorem 
is a generalization of a theorem due to Wiener and Pitt [Duke math. J. 4 (1938); 
this Zbl. 19, 168]. Izumi (Sendai). 


Bradiey, F.W.: A note on the singular part of the Fourier-Bessel integral. J. London 
Math. Soc. 14, 116-118 (1939). 
Kurzer Beweis des Fourier-Besselschen Integraltheorems 


© ß 
IE (wa)udu [ Fü) J,(uyr +1aı -— Z[F@+0)+ PF@—0)] 
0 & 


für Funktionen F(t) von beschränkter Schwankung im Intervall O <a st<sf<mwo 
und für «<x<ß sowie v>—1 mit Hilfe des Weberschen diskontinuierlichen 


Faktors 0 fürt<x 
Prign [3 (ur) J,,ı(ut)du=t} fürt=r. 
letürsts>r 
Die Beweismethode läßt sich, wie der Verf. ausführt, auch auf allgemeine Kerne an- 
wenden. Schoblik (Brünn). 


Vignaux, 3. €C.: Sugli integrali di Laplace asintotiei. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., 
VI. s. 29, 396—402 (1939). 

Verf. führt den naheliegenden Gedanken, die stufenweise Annäherung bei asym- 
ptotischen Reihen durch Übergang zu Integralen zu „‚kontinuisieren“, bei Laplace- 
integralen als Gegenstück zu den Potenz- und Dirichletreihen durch, indem er definiert 
(unter der Annahme, daß o(«) für >0, f(z) für Rz>0 analytisch sei): 


(2) u dx für Rzxo>+m, 
falls 
I(z) [erg z)dx +o(e-*) für jedes a >0. 


21* 
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Es wird gezeigt, daß @(x) eindeutig bestimmt ist, und es wird die Abbildung der vier 
Körperoperationen in den Oberbereich untersucht; insbesondere entspricht auch hier 
der Multiplikation die Faltung. Integration und Differentiation unter dem Integral- 
zeichen werden (im asymptotischen Sinne) gerechtfertigt, letztere Operation unter der 
Annahme, daß die Ableitung wieder eine asymptotische Laplacedarstellung gestattet. — 
Anm. d. Ref.: Wenn, wie es hier in erster Linie angenommen wird, /(z) in der rechten 
Halbebene regulär ist, aber auch bei Regularität und asymptotischer Darstellung in 
Gebieten viel allgemeinerer Natur, folgt die Überflüssigkeit dieser Voraussetzung 
ähnlich wie bei Potenz- oder Dirichletreihen ohne weiteres aus der Cauchyschen In- 
tegralformel. Hermann Schmidt (Jena). 

Fubini-&hiron, E.: Ancora sopra aleuni procedimenti di caleolo operazionale. 
Rend. Circ. mat. Palermo 61, 296—303 (1937). 

A comparison is drawn between the method ef Laplace and the symbolical 
method as applied to systems of equations with constant coefficients. In the case of 
a circuit including two inductances L,, L; a resistance R, and a capacity 1/K the equa- 
tion given by Kirchhoff’s laws are 

L®+BRi—-BRI=Ee‘ LI’+KI+RT’-Rr'=0 
and can be written in an equivalent fornı 
LÜ + Ri - RI=Be, LI’+KI+Li'=-Ee“‘. 

IE P=p®L,L; + p?R,(L, + L;) + pkL, + R,K the symbolical solutions are respec- 
tively I=p(R/P)E?e-‘, T=—(p?L, + R,+ pL,): (E/P)e-‘ and of these the first 
seems to be preferable. The author then considers a system of linear equations some of 
which are of the second order, some of the first order and the rest of zero order, the 
equations not being homogeneous. This system is then compared with a modified 
system obtained by differentiating one of the equations of the first order and using 
the result to modify one of the equations of the second order. H. Bateman. 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 

Badescu, Radu: Sopra una certa serie di Laurent di due variabili. Boll. Un. Mat. 
ital., II.s. 1, 314-322 (1939). 

Il s’agit d’expliquer les differences qu’il y a entre les theoremes deja etablis par 
V’A. pour quelques types d’equations integrales considerees dans le domaine complexe 
et les resultats obtenus, ensuite, par Popovici (ce Zbl. 14, 63) pour certaines &quations 
fonctionnelles.. A ce but !’A. &tudie l’equation D(2) - AB(az)= Pk), |a|l #1, 
pour laquelle la serie de Laurent envisagee par Popovici n’est pas une solution 
au sens de Badescu: cette difference depend, bien naturellement, du fait que Popovici 
considere comme solutions aussi des fonctions qui ne satisfont pas aux conditions 
de Badescu. S. Cinquini (Pavia). 

Köthe, Gottfried: Erweiterung von Linearfunktionen in linearen Räumen. Math. 
Ann. 116, 719—732 (1939). 

The extension-theorem due to Hahn and Banach of linear functionals in metric 
space is useful in proving the existence theorems of solutions of linear equations. The 
author has given, in a series of his previous papers (see this Zbl. 9, 257; 16, 117; 18, 311), 
such extension-theorems in a linear “vollkommen” space, which is not necessarily 
metrical, and applied to the general theory of linear equations with infinitely many 
unknowns. This paper is remarkable in the sense that it gives us many decided results 
in this direction. The new method which the author presents is the employment of 
k-topology in the vollkommen space, which is generated by the system of all the k- 
neighbourhoods. A k-neighbourhood of a point (Stelle) x in A is the set of all points y 
which fulfill an inequality of the type 


(E—Y)z = suplu(e —H)|<e 
ueK 
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for some positive number & and for some bounded weakly compact set K out of 4* 
(dual space of A). The convergence in the k-topology is intermediate between the strong 
and weak convergences, and proves itself to be the most suitable topology for such 
investigations. This leads the author to the following form of the extension theorem: 
If u(g) is defined in a linear subspace u of a vollkommen space A and is k-topological 
continuous there, then u(z£) = ur by a suitable choice of u out of A*, and further such 
u can be chosen that a relation |u(g)|< (r)z, K being a bounded weaklycompact set 
in A*, which is valid in w, is also valid for the extended linear functional ur. The criterium 
of solubility of linear equationsand alternative reciprocity-theorem for infinite matrices 
are brought into a simplified and decided form. A double reciprocity-theorem in a 


linear vollkommen space is also established. — Further a linear vollkommen space 
possesses the topological completeness in the sense of A. Weil in case when the k- 
topology is adopted. Kitagawa (Hukuoka). 


Smulian, V.: Linear topological spaces and their connexion with the Banach spaces. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 22, 471—473 (1939). x 

E sei ein Banachraum. /,,..., /„ seien Elemente aus EZ. U(f,,..., /n; €) sei die 
Menge der veE mit |f;(a)|<e(@=1,...,n). Nimmt man diese U als Umgebungen, 
so entsteht ein linearer topologischer Raum E7. Unter Benutzung der Ergebnisse von 
J. v. Neumann [Trans. Amer. Math. Soc. 37, 1—20, 1935); dies. Zbl. 11, 164], G. Birk- 
hoff [Ann. Math. II, 38, 39—56, 57—60 (1937); dies. Zbl. 16, 85], H. Goldstine 
[Duke J. 4, 125—131 (1938); dies. Zbl. 18, 313] werden eine Reihe von Sätzen bewiesen; 
darunter: E ist dann und nur dann regulär, wenn E7 topologisch vollständig (im Sinne 
von J.v. Neumann) ist und wenn jede konvexe, im Sinne des Betrages abgeschlos- 
sene Menge auf dem Rand der Einheitskugel eine bikompakte Menge in Er bildet. 
Weitere Sätze sind zum Teil schon von N. Bourbaki [C. r. Acad. Scı., Paris 206, 
1701—1704 (1938); dies. Zbl. 19, 123] bewiesen worden. @. Köthe (Münster i. W.). 

Krein, M.: Sur les op£rations linsaires transformant un certain ensemble eonique 
en lui-m&me. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 23, 749—752 (1939). 

Eine offene Menge K von Elementen eines Banachraumes E heiße konisch, wenn 
sie 1. mit x stets Ax(A >0) enthält, 2. mit x und y stets x + y enthält, 3. aus zEK 
stets — x € K folgt. Bildet eine lineare Operation A(AE S E)K in sich ab, so besitzt die 
konjugierte Operation A*" einen Eigenvektor f, in Z*. f, liegt in K*, der Menge aller 
TE E* mit f(x) >0, zEK. Ein Beispiel zeigt, daß A selbst keinen Eigenvektor zu 
besitzen braucht. @. Köthe (Münster i. W.). 

Govurin, M.: On the k-linear operations in Banach spaces. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 22, 543—547 (1939). 

Let X),X,,-..,X%,Z be k + 1 Banach spaces such that any two X,, X, either 
coincide or possess no elements in common. A k-fold additive operation u, on 
(X1, X, - - -, Xr) toZ is called (symmetric) k-linear if it is bounded: u; (21, 2, . . -, ze) | 
<M|«,|-|x|- --- - |z,| with a constant M whatever be «;E X,. The set of all 
such operations u; constitutes a Banach space [X,,X,,..., Xx>Z] with the norm 
|wz| = sup. |w(z1, 23, . - -, ©x)|- Let w be an arbitrary (fixed) element E [X,,X,,..., 

zil = 
X> zZ) a that |w|| =1, then a commutative product &] 23° --- + x; is defined by 
gr Heulin,. u Ehe, =: -—=X, we wit [X*>Z], 
a* instead of [X,,X3,::., X >Z], &°&- --- x (k-fold product). Corresponding 
to the choice of w different types of product are determined. If w„E[X*>Z], 
|ux |, zo \u,(2*)| < |u;|, where u,(2*) = ur(a1, 25, ...,%) with ©, all= x. For 
z\|=1 


complex Banach syaces, it is proved that |u,|, > |u.|- k"*-k!; according to 8. Ba- 
nach, we have always ||, = |w| f X =Z = (1?) (this Zbl. 18, 219). Yosida. 
Taylor, A. E.: The weak topologies of Banach spaces. Proc. Nat. Acad. Sci. 
U.S.A. 25, 438—440 (1939). 
Es wird eine Reihe von Sätzen angekündigt über Banachräume E, in denen die 
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schwache Topologie eingeführt ist (vgl. J. V. Wehausen, Duke math. J. 4, 157—169 
(1938)]. Es werden vier Arten von Vollständigkeit von E bez. der schwachen Topologie 
betrachtet, ihre Beziehungen untereinander studiert und ihr Zusammenhang mit der 
Reflexivität, Separabilität u.ä. Eigenschaften von E. (Wehausen, vgl. dies. Zbl. 
19, 123). @G. Köthe (Münster i.W.). 

Pettis, B. J.: A proof that every uniformly convex space is reflexive. Duke math. J. 
5, 249—253 (1939). 

Independent of D. Milman (this Zbl. 19, 416), the result expressed in the title 


» 6 


is obtained. In place of “reflexive”, “regular” is used in Banach’s book. The proof 
may be sketched as follows: Let F € E, the space conjugate to the conjugate space E 


of E, with | F|=1, then, to any „€ E with |/,|=1, F(„) >1-— 2 there corresponds, 


by the uniform convexity of Z, an «„E E with |x,|| = /„(2„) =1. By H. Goldstine’s 
integral representation of F(f), /E E (this Zbl. 18, 313), {x,} is proved to form a Cauchy 
sequence whose limit x, satisfies F(f) = f(z,) for allf€E E. These last steps, however, 
may be shortened by using Helly’s theorem, instead of Goldstine’s, as was shown by 
S. Kakutani [Proc. Imp. Acad. Jap. 15, 169—173 (1939)]. Kösaku Yosida. 
Pettis, B. J.: Differentiation in Banach spaces. Duke math. J. 5, 254—269 (1939). 
Let a function X, defined on n-dimensional euclidean space R, to a Banach space Z, 
be additive and of bounded variation for figures R in R,. Theorem 2.9 asserts that, 
if Xr is weakly differentiable to z,€ E (sE R,) almost everywhere (a. e.), then X 
is (strongly) differentiable to x, a. e. and z, is (strongly) integrable. From this follows 
that X is (strongly) differentiable a. e., if Z is locally weakly compact (l. w. c.). Since 
a reflexive (regular) space is 1. w. c., this contains I. Gelfand’s result [Rec. math. Soc. 
math. Moscou 4, 235—284 (1938)] which treats the case when R, is of one-dimension; 
and since a uniformly convex space is reflexive (see preceding review) this also contains 
J. A. Clarkson’s result (this Zbl. 15, 356). The proof of theorem 2.9 is reduced to the 
case when Var(Xx; R) is singular; use is made of a result of I. Gelfand (l.c.) aunl 
the author, which states that, for separably-valued x,, weak measurability implies 
the strong one (Gelfand, see this Zbl. 20, 367). Kösaku Yosıda (Osaka, Japan). 


Govurin, M.: On the differential and integral ealeulus in Banach spaces. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N. s. 22, 548—552 (1939). 

X,Z denote two Banach spaces. The notations such as [X*>Z], x* are defined in the 
note reviewed above (p.325). Let z(t) (a <t=b) be continuous and of bounded varia- 
tion with values € X and let /(z) be continuous with valuesE [X —Z). Then the integral 


d 
[ f(x(t)) dx(t) (for the definition of such Stieltjes integral, see the author’s note reviewed 


« 
in this Zbl. 16, 61) is independent of the parameter representation of the curve L: x(t), 
a=<tb. By definition, this integral is the curvilinear integral i f(x) dx. It is proved 


L 
that [u,(2*)dx is independant of the path, when u, E [X>Z]. vE([X —Z]) is called 
17 


the derivative of f(x) if /(@ + Az) — f(x) = u(Ax) + g(Aa) such that |g(Aa)|/| Az] 
—0as Ar—0. Hence the 2nd derivative, if it exists, of f(x) belongs tt [X > [X — Z]], 
and so on. Theorems concerning the differential and integral calculus of such deri- 


oo 
vatives are obtained. The domain of convergence of power series D’u,(z*), u,E[X*—Z], 
&=1 


are also studied. Kösaku Yosida (Osaka). 


Milman, D.: On one property of regular spaces. C. R. Acad. Sci. URSS, N. 3. 22, 
390-394 (1939). & 

E sei ein regulärer (d.h. Z= E) Banachraum. L sei eine Teilmenge von E. Sie 
heißt Ö,-schwachabgeschlossen, wenn für jede transfinite Folge x mit 9 <d,<%, 
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aus ‚in ‚fze) = = f(z,) für alle f aus Z stets folgt, daß x, € L ist. Es wird gezeigt, 


daß ei beschränkte und d,-schwachabgeschlossene Teilmenge Z von E 9,-kompakt 
ist im Sinne der durch die d,-schwachabgeschlossenen Teilmengen von Z gebildeten 
Topologie. 9,-kompakt heißt ein topologischer Raum, wenn der Durchschnitt jeder 
Folge 2 %,2..- 2142... <d,<d,) von nichtleeren abgeschlossenen Teil- 
mengen nichtleer ist. Als Anwendung ergibt sich, daß jeder reguläre E lokalbikompakt 
im Sinne der schwachen Topologie ist. @. Köthe (Münster i. W.). 

Smulian, V.: Sur les topologies differentes dans P’espace de Banach. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 23, 331—8334 (1939). 

Es wird in einem Banachraum E folgende Topologie eingeführt: M sei eine Menge 
der Mächtigkeit <® von Elementen f aus der Einheitskugel in Z, U,.s(M; e) sei die 
Menge aller z€ E mit |f(z)| < e für alle EM. Alle diese U bilden die Umgebungen 
der Null. Die so in Z eingeführte Topologie und der dadurch entstehende Abgeschlossen- 
heitsbegriff wird mit den Begriffen regulär abgeschlossen, bikompakt usw. in Zusammen- 
hang gebracht und darüber eine Reihe von Sätzen bewiesen. @. Köthe. 


Variationsrechnung: 

Cinquini, Silvio: Contributi al ealcolo delle variazioni nell’indirizzo della seuola 
italiana. (27. riun., Bologna, 4+—11. IX. 1938.) Atti Soc. ital. Progr. Sci. 5, 13—20 
(1939). 


Rosenblatt, Alfred: Sur les probl&mes du ealeul des variations des integrales simples 
‚dansle cas des extr&mites variables. Rev. Ci., Lima 40, 555 —587 (1938) ; 41, 67—97 (1939). 

L’A. prosegue precedenti ricerche (Bull. Acad. Sci. Cracovie 1919, 22—43) 
‚occupandosi di problemi regolari in forma parametrica relativi a classi di curve di cui 
un punto terminale & fisso, mentre ’altro puö variare su una data curva. Nel lavoro in 
esame viene considerato il caso, in cui quest’ultima curva presenti un punto singolare, 
e viene stabilito che un’estremale fornisce un minimo forte sotto condizioni per le quali 
rinviamo alla Memoria in questione. S. Cinquini (Pavia). 

Rosenblatt, Alfred: Sur les problömes du caleul des variations dans le cas des int&- 
grales simples dans lesquels les extr&mites de la ligne d’integration sont variables sur des 
eourbes ou sur des surfaces & points singuliers. Rev. Ci., Lima 41, 13—18 (1939). 

On considere le cas oü sur la courbe transversale il y a une singularite. 

S. Cinquini (Pavia). 

Süss, Wilhelm: Adjungierte Variationsprobleme und Affin-Minimalflächen. Deutsche 
Math. 4, 322—324 (1939). 

Es wird gezeigt: im Gegensatz zu den gewöhnlichen Minimalflächen existieren 
Paare adjungierter reeller Affinminimalflächen nicht. K. Reidemeister. 

Douglas, Jesse: Green’s funetion and the problem of Plateau. Amer. J. Math. 61, 
545—589 (1939). 

Verf. gibt eine neue besonders einfache Lösung des topologisch allgemeinen 
Plateauschen Problems, bei dem k (Jordan-) Kurven /' im (n-dimensionalen) Euklidi- 
schen Raum als Ränder und eine vorgeschriebene topologische Charakteristik r der 
zweiseitigen oder einseitigen Minimalfläche M verlangt werden. Die Grundlage ist 
die Minimisierung des Dirichletschen Vektorfunktionals D(H) =} f (H2, + H2)du dv, 


R 
gleich gebildet für den harmonischen Vektor t = H(u, v), dessen Argument auf einer 
algebraischen Riemannschen Halbfläche R von der für M vorgeschriebenen topo- 
logischen Struktur variiert. Die Werte von H am Rand C von R bilden eine monotone 
Abbildung von C auf I’: r=g(P). Der Vektor H ergibt sich mit Hilfe der Greenschen 
Funktion G(P,@) von R, und es wird dann 

RG (P,, 


DA) ;- sn, ine 0 ds de = AQ, R) 
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(ü,,%, Normalenrichtungen an die Linienelemente ds,, ds,), ein Funktional von g 
und R. Um hier für den Argumentbereich eine abgeschlossene Menge [(g, R)] zu 
erhalten, muß man noch verschiedene Typen uneigentlicher Darstellungen adjungieren, 
wo R reduziert oder g durch eine uneigentliche monotone Korrespondenz C > I’ defi- 
niert ist. Dann kann in üblicher Weise nach Weierstraß-Fr&chet auf Grund der 
unteren Halbstetigkeit von A(g, R) und der Kompaktheit von [(g, R)] gefolgert 
werden, daß die untere Grenze d(I',r) von A(g, R) wirklich für ein System g*, R* 
angenommen wird. Es werden dann noch verschiedene natürliche hinreichende Be- 
dingungen angegeben (etwa d(I,r) <+,d(I,r)<d(]',r')—=minA(g, R’), wo R’ 
die primär reduzierten Formen von R durchläuft), die ausschließen, daß R* reduziert 
oder g* uneigentlich ist. — Der Kernpunkt der Methode ist nun der Nachweis, daß 
die Variationsbedingung öA(g, R)=0 für (g, R) = (g*, R*) die so erhaltene har- 
monische Fläche g— H(u,v) als Minimalfläche charakterisiert, nämlich nach sich 
zieht das Verschwinden des (für irgend zwei aufeinander senkrechte Richtungen &,n 
gebildeten) skalaren Produkts 


SH) HG 1 er 
fire) HP at Fan dan. 
co 
Das folgt daraus, daß der hier mit einem beliebigen Punkt Q auf R auftretende Ausdruck 
_ 9@(P,,@) 0@(P,,Q) | IElPı,Q) OP, Q) _ 
ist, nämlich die Variation der Greenschen Funktion bei einer geeigneten Variation 
von R, die der Verf. explizit analytisch und geometrisch angibt. Die komplexe Schreib- 
weise der erhaltenen Beziehung gibt neue Relationen zwischen den zu einem alge- 
braischen Gebilde R gehörigen 6-Funktionen. E. Hölder (Leipzig). 


Douglas, Jesse: The most general form of the problem of Plateau. Amer. J. Math. 61, 
590—608 (1939). 

Die Tragweite der im voranstehenden Ref. besprochenen Methode des Verf. 
zeigt sich darin, daß die sich vom „algebraischen“ Fall auf den analytischen eineı 
vollständig allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit R mit einer evtl. unendlichen 
Zahl von Randkurven und einem evtl. unendlichen Zusammenhangstypus ausdehnen 
läßt. Das wird im einzelnen auseinandergesetzt. Benutzt wird dabei das Koebesche 
Theorem, daß R als Riemaunsche Halbfläche einer reellen analytischen Kurve dar- 
gestellt werden kann, deren reelle Zweige C' die Berandung von R bilden — weiter 
die Existenz der Greenschen Funktion @(P,Q) von R und der Lösung des ersten Rand- 
wertproblems für R + ( sowie ihre Darstellungsformel. E. Hölder (Leipzig). 


Douglas, Jesse: The analytie prolongation of a minimal surface a eross a straight 
line. Proc, nat. Acad. Sci., Wash. 25, 375—377 (1939). 
Neuer Beweis eines Satzes des Verf. (dies. Zbl. 20, 374). S. Cinguini (Pavia). 


Tompkins, (.: Classification of eurves on a two-dimensional manifold under a 
restrieted set of eontinuous deformations. Ann. of Math., II.s. 40, 384-391 (1939). 

Es sei X eine stetige Deformation des inneren Äquators A eines Torus auf der 
Oberfläche, welche A in sich selbst überführt, und zwar derart, daß jeder Punkt von A 
einen zu einem Meridiankreis homotopen Weg beschreibt. Mit Z(W) sei die maximale 
Länge bezeichnet, welche A während dieser Deformation erreicht. Es erhebt sich die 
Frage: welches ist die größte untere Schranke L von I(A) für alle X der genannten Art? 
Verf. zeigt: L ist gleich der Länge der kürzesten geschlossenen Geodätischen auf der 
Torusfläche, welche durch ein Paar entgegengesetzter Punkte des äußeren Äquators 
läuft; übrigens erreicht I(X) die Schranke w. — Der Beweis dieses Satzes der Variations- 
rechnung im großen beruht auf folgendem ‚„Drei-Kreise-Satz“: Sind A, B, C drei 
konzentrische Kreise in einer Ebene und ist D(t) (O<t<1) eine stetige Deformation 
von A in C, so existiert ein i, derart, daß D(t,) den (mittleren) Kreis B in zwei ent- 


329 


gegengesetzten Punkten trifft. Von diesem „Drei-Kreise-Satz‘“‘ wird sogleich eine 
Verallgemeinerung bewiesen. Nöbeling (Erlangen). 

Busemann, Herbert: Lokale Eigenschaften der zu Variationsproblemen gehörigen 
metrischen Räume. Fundam. Math. 32, 265—287 (1939). 

In einer euklidischen Ebene sei eine r-Metrik im Fröchetschen Sinne (aber nicht 
notwendig symmetrisch) eingebaut, die der euklidischen topologisch äquivalent ist. 
Der r-Metrik entspricht im allgemeinen keine Finslersche Geometrie. Verf. konstruiert 
aber in jedem Punkte P eine untere und eine obere Indikatrix. Die beiden Indikatrizen 
besitzen drei Eigenschaften (darunter die Konvexität der unteren Indikatrix), die 
charakteristisch in dem Sinne sind, daß, wenn jedem Punkte P zwei Kurven mit 
erwähnten Eigenschaften zugeschrieben werden, immer ein metrischer und konvexer 
Raum mit den a priori vorgeschriebenen Indikatrizen existiert. Fallen die beiden 
Indikatrizen für alle Punkte eines Gebietes zusammen, so hängt die Indikatrix (im 
klassischen Sinne der Variationsprobleme) stetig vom Aufpunkt ab. — Der zweite 
Teil der Arbeit ist den Differenzierbarkeitseigenschaften der Extrematen eines Finsler- 
schen Raumes gewidmet, wobei man voraussetzt, daß die Indikatrix jedes Punktes P 
‘beschränkt und konvex ist, den Aufpunkt P im Innern enthält und sich stetig mit P 
ändert. Es wird unter anderem gezeigt, daß die Extremalen nicht überall differenzier- 
bar zu sein brauchen. Golab (Krakau). 


Funktionentheorie: 


Myller-Löbödeff, V.: Sur le cas exträme des inögalites de Cauehy. Ann. Sci. Univ. 
Jassy, I: Math. 25, 688—691 (1939). 


Elementarer Beweis, durch Diskussion der Integralabschätzungen, daß bei Potenzreihen- 


entwicklung analytischer Funktionen in |c,|= = das Gleichheitszeichen nur bei 
f(z2) = Me'®(z — p)": r” 
eintreten kann. Ullrich (Gießen). 

Reuter, @.: Ein Interpolationsproblem. Ark. Mat. Astron. Fys. 26 B, Nr 18, 1—8 
(1938). 

Es wird die Klasse der in einem unendlichen Streifen regulären und beschränkten 
analytischen Funktionen f(z) untersucht, welche in vorgegebenen äquidistanten 
Punkten der. Mittellinie des Streifens gegebene Werte ®, annehmen. Unter diesen 
Funktionen werden diejenigen gesucht, die das über die Randgeraden erstreckte Integral 


[It\® |dz| zum Minimum machen. — Als notwendige und hinreichende Bedingung 
ergibt sich die Konvergenz von > |o, 13 und es wird eine Minimalfunktion in der Form 
einer unendlichen Reihe angegeben. Rolf Nevanlinna (Helsinki). 


Obrechkoff, Nikola: Sur les fonetions möromorphes p£eriodiques. J. London Math. 
Soc. 14, 114—116 (1939). 

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion mit der Periode 2x. Ihre (einfachen) Pole 
im Streifen O< R(z) <2n werden folgendermaßen geordnet: Diejenigen Pole mit 
positivem Imaginärteil seien &,, &, - - -; y(&,) < y(&. +1). Diejenigen mit negativem 
Imaginärteil seien ß, ‚Pa, - - -; y(ß,) = Y(ßu +1). Ihre Residuen nennen wir A,, A,,... 
bzw. B,, B,,... Angenommen, es existieren zwei Folgen von Zahlen, die bis ins Un- 
endliche wachsen: O< y<%...,0<y<y..., so daß gilt 


Ha +im|<Aem, |fe- im|< Bew, 
wobei A, B,a, b positive Konstanten sind! Dann hat /(z) die Form 


+0 
/@) za men 


wo m = — DB,erPu für n>[bl, % = DAe "run < —[a]. Maak. 
Hornich, Hans: Über transzendente Integrale erster Gattung. Mh. Math. Phys. 
47, 380—387 (1939). 
Verf. betrachtet zweiblättrige Riemannsche Flächen, deren Verzweigungspunkte 
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sämtlich auf der reellen Achse liegen. Er führt den Grenzübergang von endlich vielen 
zu unendlich vielen Verzweigungspunkten durch, konstruiert auf diese Weise Integrale 
erster Gattung auf Flächen mit unendlich vielen Verzweigungspunkten und zeigt, 
daß diese Konstruktion unabhängig von der Art des Grenzüberganges ist. Keller. 

Kneser, Hellmuth: Majoranten beim Weierstraßschen Vorbereitungssatz. Mh. Math. 
Phys. 48, 26—29 (1939). 

Der Beweis des Vorbereitungssatzes kann, in zwei Schritte zerlegt, unter folge- 
richtiger Durchführung des Ansatzes mit unbestimmten Koeffizienten und nachfolgen- 
dem Konvergenznachweis mit der Majorantenmethode erzwungen werden; das scheint 
bisher noch nirgends durchgeführt zu sein. Ullrich (Gießen). 


oo ® 

Lammel, Ernst: Über Reihen von der Form Ao + Av ] ] Tan: I. Abh. 
Öas. mat. fys. 68, 127—131 (1939). Ga et 

In Fortsetzung früherer Noten (dies. Zbl. 15, 215; 16, 20, 362; 19, 313; 20, 232) 
zu obigem Reihentypus beweist Verf. hier Seitenstücke zum Abelschen Grenzwertsatz 
und dessen Tauberschen Umkehrsatz. Ullrich (Gießen). 

Petrovitch, Michel: Söries de puissances & coeffieients ayant une structure arith- 
mötique. Bull. Acad. Sci. Math. Nat., Belgrade Nr 5, 57—64 (1939). 


Der Verf. betrachtet Potenzreihen y =Da;z‘, wobei a, =D) A,,e,,, (A,) und (&) 
;=1 


= 
gegebene Folgen und die Indizes r, und %k, arithmetischen Gesetzen (L) und (L’) ge- 
horchen. Es wird nun an Beispielen der Zusammenhang der funktionentheoretischen 
Eigenschaften von y mit den Gesetzen (L) und (Z’) untersucht. Edmund Hlawka. 
Leighton, Walter, and W. T. Seott: A general continued fraetion expansion. Bull. 
Amer. Math. Soc. 45, 596-605 (1939). 
Nur eine beschränkte Klasse von Funktionen, die „seminormalen“, gestattet eine 


Kettenbruchentwicklung der Form 1+ “ + u +.—. Verf. betrachtet Ent- 


wicklungen der Form 1 + no + n- +.—. Jede in der Umgebung des Null- 


punktes regulär-analytische Funktion, die dort den Wert 1 annimmt, läßt sich auf 
eine und nur eine Weise in einen solchen Kettenbruch entwickeln. Er bricht dann 
und nur dann ab, wenn die Funktion rational ist. Weitere Sätze über Konvergenz 
und Zusammenhang mit der Potenzreihe. Verf. fragt nach Bedingungen, unter welchen 
‚eine Potenzreihe seminormal ist. Sie darf Hadamardlücken haben, d.h. es darf eine 
feste Zahl 0 geben, so daß der Quotient zweier aufeinanderfolgender Exponenten größer 
ist als 1 + 6. Notwendig ist, daß dieser Quotient stets kleiner ist als 2 und daß das 
Glied c,x vorkommt. Ott-Heinrich Keller (Helgoland). 

Edrei, Albert: Sur les d6terminants r&eurrents et les singularitös d’une fonetion 
donnee par son d&veloppement de Taylor. Compositio Math. 7, 20-88 (1939). 

Es sei & die Singularitätenmenge für die (i. a. eindeutig angenommene) analytische 
Fortsetzung f(z) der Potenzreihe 


5 9% O1 ++ Akın-i 
% , E a, (m) %p+1 Qp+2 --.+ Akın 
re Du 
0 
Optn-1 rn ++ Ak+2n-2 


Während die Koeffizientenfolge a, selbst stark von den Singularitäten auf der Kon- 
vergenzgrenze beeinflußt ist, spiegeln die Rücklaufdeterminanten A deutlicher die 
Menge & als Ganzes; so gab Pölya [Math. Ann. 99 (1928)] mit ihrer Hilfe Kriterien für 
die Fortsetzbarkeit, und für den transfiniten Durchmesser 7(C) u.a. die Schätzung 

lim |49°| 1:n? = t(E) (1). Ferner gilt lim |.Ag? |1:"*10gr = e-1:e (2) 
wenn /(z) außer Polen nur eine wesentliche Singularität, mit der Wachstumsordnung o, 
hat (Wilson, dies. Zbl. 12, 77). — Verf. gibt eine neue Reihe von Einblicken in die 
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Beziehungen zwischen & und A”. Eingangs zeigt er den invarianten Charakter von 
Bildungen wie 
lim | AP: ? m) mit D(n) = n?, n? logn und allgemeiner 

gegenüber von Operationen, die die Struktur der wesentlichen Singularitäten in & nicht 
verändern, wie etwa die lineare Transformation von /(z) mit rationalen Funktionen 
als Koeffizienten. Er verallgemeinert dann mit neuer Beweismethode den Wilsonschen 
Satz (2) für den Fall endlich vieler wesentlichen Singularitäten der Ordnungen o, zu 

lim | AP |1:'logn < e-1:eı tat: +), (3) 
Im Hauptteil der Arbeit knüpfen sich die funktionentheoretischen Aussagen an verschie- 


dene Be lupeserpen: A. Kettenbruchentwicklung al = in r ep: AR 
= a} 


fern eine Funktion durch Vorgabe der Folge AS” allein noch aan bleibt. Sie 
erlaubt dann zu zeigen, daß in den Dec (1), (2), (3) — und ähnlichen im 
Falle mehrdeutiger Fortsetzung — der Kleiner-Fall wirklich eintreten kann, während 
Pölya und Wilson nur Beispiele mit Gleichheit gewinnen konnten; aber auch dafür 
wird eine umfangreiche Beispielklasse in Kettenbruchgestalt neu angegeben (Theorem V): 
Gilt nämlich für ein komplexes & 


lim |, — o|!:!0er < ]im |k„|1:2!08n — e-1:e, ((<o<m) 
so stellt der Kettenbruch eine eindeutige Funktion dar, die bis auf Pole nur eine wesent- 
liche Singularität hat, mit der Koordinate & und der Ordnung o; ihre Reihenentwick- 


lung liefert in (2) Gleichheit. — B. Integraldarstellung /(z) = f . dz mit 9(x) reell 
und stetig auf «<x=ß, dort mit endlich vielen Zeichenwechseln bzw. p(z) = 0 


‚auf endlich vielen Teilintervallen. Auf der Restmenge & des Intervalls sei @(x) + 0; 
bezeichnet 7(€) ihren transfiniten Durchmesser, so gilt in (1) Gleichheit. — (. Partial- 


In dieser Form können Funktionen aufgestellt 
v=1 
werden, die, bei gegebenem & mit zusammenhängendem Komplement @, genau auf & 
existieren, eindeutig und regulär sind und (1) mit =#r(E) erfüllen (9 vorgegeben in 
0<®d<.01). (1) kann demnach nicht allgemeingültig verbessert werden. Eine ähnliche 
Konstruktion wird für (3) angegeben und durch Beispiele belegt. Ullrich. 
Whittaker, J. M., and R. Wilson: Fabry’s theorem and the isolated essential 
singularity of finite exponential order. J. London Math. Soc. 14, 202—208 (1939). 
Hat die im Einheitskreis konvergente Potenzreihe c, + c;2+ --- auf dem Rand 
nur eine Singularität (2 = 1), und zwar von der im Titel genannten Art, dann gibt es 
eine Indexfolge n, der Dichte 1, so daß für v»— oo gilt: limc„,:cn,+ı =1. Dieser 
Satz wird hier bewiesen, wobei einige Hilfssätze aus früheren Arbeiten des ersten Verf. 
herangezogen werden. Er ist als teilweise Umkehrung des Satzes von Fabry ein 
Seitenstück von Sätzen von Darboux und besonders Jungen sowie R. Wilson 
(vgl. dies. Zbl. 3, 119; 15, 216; 16, 308). Ullrich (Gießen). 
Calugar&ano, Georges: Invariants de prolongement et fonetionnelles analytiques. 
Mathematica, Cluj 15, 61—80 (1939). 
Der Verf. behandelt in der vorliegenden Arbeit die Frage nach Invarianten gegen- 
über analytischer Fortsetzung derjenigen Funktionen f(z), welche im Unendlichen 
regulär sind. Jede solche Funktion (z) läßt sich uber ale eines hinreichend großen 


Kreises mit dem Mittelpunkt in « in der Form /(2) = 31, (u) (2 — u)" darstellen. 


Mit Hilfe der Theorie der analytischen Funktionale ergl. 1x Fantappie, I funzionali 
analitici. Mem. Acad. Lincei, VI. s. 3 (1930)] wird eine unendliche Folge {1,„} 
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(m =0,1,2,...) von Invarianten angegeben, wobei die Ig„ bzw. Iy„;ı in den A, 
homogene Polynome vom Grade 2 bzw. 3 sind. Um die Invarianten /„ durch die 


Koeffizienten a„(v) eines Funktionselementes Da, (v) (2 — v)" der Funktion f(z) aus- 


= 
drücken zu können, wird schließlich gezeigt, wie sich die A„(u) aus den a„(v) berechnen 
lassen. Lammel (Prag). 

Calugaröano, Georges: Sur certains invariants homog&nes de certaines fonctions 
entieres. Mathematica, Cluj 15, 56—60 (1939). 

Im Anschluß an frühere Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 15, 217 und 17, 174) gibt der Verf. 
für eine spezielle Klasse ganzer Funktionen /(z) homogene Invarianten gegenüber 
analytischer Fortsetzung an. Sie sind Grenzwerte von Quotienten quadratischer 
Invarianten, welche zu den Polynomabschnitten der Funktionen f(z) gehören. 

Lammel (Prag). 

Denjoy, Arnaud: Sur certaines series de Taylor admettant leur cerele de conver- 

gence comme coupure essentielle. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 373—374 (1939). 


[0,0] 
Beispiel einer Potenzreihe D)c„2”, die im Einheitskreis konvergiert, auf seinem 
0 


Rande nur eine perfekte Menge vom Maß O0 zu Singularitäten hat und eindeutig in die 
ganze Ebene analytisch fortgesetzt werden kann — während alle Reihen der Form 
Dlen|?2*r, D]e.|?2" (9 beliebige arithmetische Reihen) 
|z2|=1 zur natürlichen Grenze haben. Die Konstruktion ruht auf einem früheren 
Satze des Verf. über „Zusammensetzung“ gewisser perfekter Mengen und dem Hada- 
mardschen Singularitätenmultiplikationssatz. Ullrich (Gießen). 
' Denjoy, Arnaud: Etude sur la determination des singularitös de la fonction ana- 
Iytique definie par une sörie de Taylor. Ann. Ecole norm., III. s. 55, 257—336 (1938). 
Die Theorie der analytischen Fortsetzung und das ‚Studium der Singularitäten- 
menge & einer, durch ein Element gegebenen analytischen Funktion hat im Lauf des 
letzten Jahrzehnts u.a. durch Untersuchungen von Pölya [Math. Z. 29, 549 —640 
(1929); Ann. of Math., 2. ser. 34, 731—777 (1933); dies. Zbl. 8, 62] und von Mandel- 
brojt (dies. Zbl. 16, 308) Fortschritte erfahren. Das Ausgangselement sei im oo regulär, 


H)=m+2 ++ .., mit >, >0 


als Konvergenzkreis; g,(z) sei die de Halbebenen über diesen Kreis hinausgreifende 
Fortsetzung: 6 sei die Lotrichtung, p(6) der Ursprungsabstand der Grenzgeraden 
— (6) ist also Stützfunktion der konvexen Hülle 8 von &. — Nach Borel hat Pölya 
die assoziierte ganze Funktion 


Fo) = a, +53 +5 va Er: 


untersucht (sie ist für R, + 0, oo immer von der en 1) und als Haupt- 
satz bewiesen, daß p(6) als Strahltypus (Indikatrix) dieser Funktion erscheint 


S 1 ; 
»(0) = lim 7 log |F(de-:°®)|. 


Anderseits verdankt man Mandelbrojt ein überraschend einfaches Verfahren (Rechen- 
ausdruck), um die Singularitäten an der Konvergenzgrenze zu ermitteln; es beruht auf 


Veılagerung des (endlichen) Entwicklungszentrums — u = — hei® einer in oo regulären 
Funktion nach we Potenzen von (2 + u); es sei 
90(2) - Im La)’ =, KuW)=anu+ + () EG a a 


(vgl. dazu die oben genannte Stelle) und weiter für reelle x, wenn für die Potenz in oo 
der Zweig gleich 1 gewählt wird [die d„(w, &) sind ähnlich gebildet wie die 6,(w)], 


($) = a \ 9(2),= o N mit dem Konvergenzradius R,(@,h) = lim Va, n+1(%, &)]. 
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Im ersten, geometrisch ausgerichteten Hauptteil seiner Arbeit verallgemeinert Denjoy 
gemeinsame geometrische Grundgedanken bei Mandelbrojt und Pölya und syste- 
matisiert ihre Anwendung. Sie bedeuten ein Abtasten der Singularitätenmenge € 
durch zweiparametrige Scharen einfacher, geschlossener Jordankurven C(a, b), die von 
a, b stetig abhängen, und erweitern bei konvexen Mengen und Funktionen geläufige 
Betrachtungen. Die O'(a, b) seien der Art, daß bei festem a Veränderung des zweiten 
Parameters ein Schwellen (Schwinden) der Kurven wie bei konzentrischen Kreisen 
(Parallelscharen) bedeute. Zu jedem a gehört dann eine äußerste Kurve ]'(a) = CO (a, b) 
mit b = y(a), die & eben berührt und ganz auf einer Seite läßt; alle /'(a) bilden eine 
„konvexe Hülle“ 3 von €, deren geometrische Struktur mit den Differentialeigenschaf- 
ten von y(a) eng verknüpft ist. Verf. deckt solche Zusammenhänge in größerer All- 
gemeinheit auf und gibt in den folgenden Ausführungen mehrfache Anwendung (neu- 
artig bes. bei®). Der zweite Hauptteil der Arbeit trägt analytischen Charakter; er be- 
handelt verschiedene Fragen, die zum Teil nur lose zusammenhängen: I. Mittels der 
Darstellung (*) kann Verf, die Mandelbrojtsche und die Pölyasche Theorie einheitlich 
auffassen und beide als Grenzfälle für A — 0 bzw. h— oo beim Studium von R,(6, h) 
erkennen; der Pölyasche Hauptsatz wird dabei wiedergewonnen. II. Der Konvergenz- 
radius einer Potenzreihe wird durch einen lim, also durch gewisse vorherrschende 
Koeffizienten bestimmt; wie verändert sich deren Indexfolge bei Verlagerung des Ent- 
wicklungszentrums ? Diese interessante Frage wird zwar nur angeschnitten, doch kann 
Verf. zwei präzise, wenn auch nicht allgemeine Aussagen über das Schicksal jener 
Indexfolgen herleiten; deren Verschiebungen werden durch gewisse Kreisringsektor- 
folgen bestimmt, auf denen die assoziierte ganze Funktion nahe an ihren Höchstwerten 
bei der Bildung der Strahltypen ist. III. In gewissen Fällen „mäßiger“ isolierter 
Singularitäten (die 97 : 9, meromorph lassen bzw. durch Multiplikation mit einer Potenz 
von 2 — £ beseitigt werden können) läßt sich die analytische Fortsetzung über die 
Hülle ® von € hinaus studieren. IV. Die assoziierte Funktion F(v) bzw. genauer das 
asymptotische Verhalten von e-?°F(v) erlaubt die Bestimmung der Singulärteile 
von g,(2) in £, wenn das eine „eigentliche“ Ecke von ® ist. V. Das geometrische Ver- 
fahren des ersten Hauptteils zusammen mit Verlagerung des Entwicklungszentrums 
erlaubt nicht nur wie bei Mandelbrojt die rechnerische Ermittlung von Singularitäten 
auf der Konvergenzgrenze eines Elementes, sondern darüber hinaus die Bestimmung 
der „Hauptecken‘“ des Mittag-Lefflerschen Sterns. Hierzu gibt Verf. eine Art von 
Polynomentwicklungen und Seitenstücke des Mandelbrojtschen Rechenverfahrens für 
die Aufsuchung der Singularitäten. Ullrich (Gießen). 

Gelfond, A.: On the Taylor series assoeiated with an integral funetion. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 23, 756—758 (1939). 

F(z) bezeichne hier und unten eine ganze Funktion vom Normaltypus o der 
Wachstumsordnung 1. Verf. verallgemeinert den Borelschen Begriff der assoziierten 
Funktion und erklärt für reellen Parameter & die &-Assoziierte f„(2): 


— a — nn—l \ % konvergent 
F(z) = Dun, l«(2) - N em( 3 ai). Er N, 
0 0 


Daneben zieht er eine Verallgemeinerung der Exponentialfunktion in Betracht 


[o,°] 


uu(?) = exp (- _- = si) . T mit der Funktionsgleichung u,(z) = us (ze”?*); 


0 
offenbar ist € = u,(2). Ähnlich wie im Borelschen Fall x =0 hängen F(z) und 
fa(2) durch Integraltransformationen mit dem Kern u, zusammen, z. B.: 


F(z) = su uee)isdt, integriert über || =r>o. 
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Verf. benutzt diese Funktionen zur Lösung einer Interpolationsaufgabe (: Welches 
Fi) erfüllt F®(eirne) =0 fürrn=0, 1, 2,...? Es kann aus u„(A2) als endliche 
Summe aufgebaut werden; A wie unten.) und einer Funktionalgleichung: Ge- 
sucht ein F(z) mit Im Ve. | = 1:r, so daß bei gegebenem ®(z), ganz, von der Ord- 
nung 1 und dem Typus 1, <o<[Tr, 


I", P® (dietz) = ©(e) 
[1] 


gilt. Die in der zugelassenen Klasse F(z) allgemeinste Lösung erscheint als 


F(z) = = Uu(zt) En dt + (endliche Summe über u,„(42)), 
mit, 0. =D exp (Tai) tun, 
0 


Ya(2) = &-Assozierte zu D(z), A = Nullstellen von v„(z) auf |2|< o und bei Inte- 
gration über |t|=r; dabei sei r größer als o, aber kleiner als der Betrag von A*, 
der ersten Nullstelle außer |2|< co. — Anm. d. Ref. Zu den u„(z) vgl. auch Valiron, 
dies. Zbl. 20, 139, wo die eng verwandten Z(z, 0) im Zusammenhang mit Funktional- 
gleichungen untersucht sind. Ullrich (Gießen). 

Denjoy, Arnaud: Sur le prolongement analytique de Weierstrass. Mathematica, 
Cluj 14, 7—14 (1938). 

Besprechung einer einfachen Vorschrift, um von einem Element aus durch schritt- 
weise analytische Fortsetzung einen „größten“ eindeutigen Funktionszweig zu erhalten 
(d.h. der nicht mehr eindeutig fortsetzbar ist). Beispiele. Ullrich (Gießen). 


Valiron, Georges: Remarques sur les domaines complets d’univalenee des fonetions. 
entieres. Bull. Sci. math., II.s. 63, 132—138 (1939). 

Es wird die Blattaufteilung derjenigen Riemannschen Flächen R untersucht, 
welche von ganzen transzendenten Funktionen f(z) = w erzeugt sind; die Aufteilung 
wird durch Halbstrahlen argw — konst. bewirkt, unter Bildung der Regularitäts- 
sterne &© der Umkehrung 9(w) =z von w=(0 aus. Dabei kommen Sterne (Blätter) 
vor, die nicht die ganze w-Ebene bedecken, sondern lineare Kontinua nicht erfassen. 
Verf. zeigt, daß das bei ganzen Funktionen endlicher Ordnung nur eintreten kann, 
sobald R (in der Iversenschen Redeweise) direkt und indirekt kritische Randstellen 
besitzt. Indem er das Beispiel (e® — 1 — 2): z eingehender prüft, zeigt er zugleich, 
daß man solchen Schwierigkeiten nicht durch Verlagerung des w-Ursprungs entgeht. — 
Auf dem Wege zum Hauptergebnis einige (wohl bekannte, aber wie es scheint nicht 
veröffentlichte) Bemerkungen über das Auftreten von Randstellen in den Flächen 
ganzer Funktionen endlicher Ordnung. Ullrich (Gießen). 


Hibbert, Lucien: Le r&seau (R. V.) des fonetions entiöres autour du point singulier 
essentiel. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 1378—1380 (1938). 

L’aut. &tudie les faisceaux de courbes | (2) | = const et argf(z) = const, (2) &tant 
une fonction entiere. Il &nonce le th&oreme: Toute courbe argf(2) = const qui tend 
vers la singularit& de f(z) et sur laquelle |/(2)| croit et tend vers l’infini appartient 
& un faisceau de courbes jouissant des mömes proprietes et dans lequel arg/(z) varie 
d’une infinite de fois 27”. La demonstration est esquissee ; elle s’appuie sur des resultats 
anterieurs [C. R. Acad. Sci., Paris 207, 891 et 961 (1938); voir les ref. suiv.]. L’aut. 
enonce ensuite des theor&mies analogues pour d’autres valeurs asymptotiques. 

Ch. Blanc (Lausanne). 

Hibbert, Lucien: Courbes d’&gal module des fonetions entieres. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 207, 891—893. (1938). 

Statement of results. For fuller details see this Zbl. 20, 140 and the above 
review. Macintyre (Aberdeen). 
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Hibbert, Lucien: Courbes d’&gal argument. Cellules d’univalenee, inversion des 
fonetions entieres. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 961—963 (1938). 

Brief statement of general and precise results. Macintyre (Aberdeen). 

Keldych, M., et M. Lavrentieff: Sur un problöme de M. Carleman. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 23, 746—748 (1939). 

Es handelt sich um die Carleman-Rothsche Näherungsaufgabe: Auf welchen 

Mengen & der komplexen Ebene, die ins Unendliche reichen, kann jede vorgegebene 
stetige Funktion f(z) zu jeder vorgeschriebenen asymptotischen Genauigkeit &(r), > 0: 
für r> oo, durch eine ganze Funktion F(z) angenähert werden, so daß für alle end- 
lichen 2 € gilt i@)| —|F@)|< edle). 
Diese Frage hat erst kürzlich durch Frl. Roth eine wesentliche Förderung erfahren 
(vgl. dies. Zbl. 20, 235). — Die Verff. erkennen nun folgende Struktur der Menge & 
als notwendig und hinreichend: 1. & ist nirgends dicht. 2. Für jedes z & & gibt es 
einen (nur von |z| abhängigen) Kreis K(z) vom Radius o(|z|) — mit o(u) > oo für 
> 0% —, so daß z mit oo durch eine Jordankurve verbunden werden kann, die 
zu & und K(z) fremd ist. Ullrich (Gießen). 

Zorn, Max: Continuous groups and Schwarz’ lemma. Trans. Amer. Math. Soc. 46, 
1—22 (1939). 

Dans la premiere partie de ce travail l’A. considere un espace S metrisable et une 
famille N de transformations F de S en sous ensembles de S, qui satisfait aux conditions 
suivantes: I. Les F sont univoques et continues II. N contient la transf. identique et, 
siF, et F, sont dans N, F,F, est dans N. IIl.onaFf,=F,siF,F,=F,F,. IV. Toute 
suite F,„ contient une suite qui converge vers un element de N ou est ne, 
divergente“ (ne contient aucune suite convergente pour aucun point x de 8). La con- 
vergenct des suites de transformations est definie ici au moyen de la notion de „con- 
vergence continue“ [Carath&odory, Conformal Representation. Cambridge Tracts 
28 (1932)]: on a F = limF,, si x = limz, implique F(x) = lim - F„(z,.). — Dans N, 
certaines F sont definies comme ‚„rotations‘“ de „centre“ p. Ces rotations forment un 
groupe et permettent l’introduction de la notion de ‚„circonference“ par rapport & la 
famille N. L’A. demontre alors cette extension topologique du lemme de Schwarz: 
Toute transformation F de N ayant un point fixe p est une „rotation‘ de „centre“ p 
ou bien: F*(x,) — p, pour toute suite x2,— x. Dans la deuxiöme partie, des restrictions. 
topologiques assez considerables sont imposees & 8, qui permettent d’y introduire, entre. 
autres, une „valeur absolue“ |z | pour chaque x € S. Dans ces conditions, le lemme 
de Schwarz peut ötre pr&sent& sous une forme „geometrique‘‘, analogue & sa forme 
classique, et pouvant &tre etablie par les procedes topologiques de l’A. Enfin, dans la 
troisieme partie, l’A. montre comment cette proposition conduit au lemme de Schwarz 


sous sa forme habituelle, ainsi qu’& des proprietes importantes de 8. — Üe travail 
fait partie d’un ensemble de recherches que l’A. a consacre au probleme de la caract£ri- 
sation topologique de la classe des transformations conformes. S. Storlow. 


Teiehmüller, Oswald: Ungleiehungen zwischen den Koeffizienten schlichter Funk- 
tionen. S.-B. preuß. Akad. Wien 1938, 363—375. 

Es sei P(z) = a2*"! + ... ein Polynom vom Grade k — 1. Die Funktionz = &_,s 
+%&0+&,/s+ --- bilde |s|>1 auf ein Gebiet ab, welches von lauter Bögen mit 
arg P(z)dz? = 0 begrenzt wird. Eine solche Funktion besitzt folgende Extremal- 
eigenschaft: Für jede schlichte Funktion w=ß_1s+ß, + Pıs"'+ --- mit B_ı 
=&_1:.:.„PB-ı= %-ı gilt Rapp, <NRanx,a*,. Gleichheit gilt nur, wenn 
w=z. Beweis mit Hilfe der Metrik ds? = |P(z)| - |dz|?. Es ist wahrscheinlich, daß 
diese Ungleichungen die vollständige Lösung des Koeffizientenproblems für schlichte 
Funktionen enthalten. Akhlfors (Helsingfors). 

Levi, Howard: On the values assumed by polynomials. Bull. Amer. Math. Soc. 
45, 570-575 a 

Soient A1, Re, -- ‚An, n fonctions analytiques distinctes et differentes de zero 


336 


de deux variables complexes x, z dans un certain domaine de P’espace (2, 2): Si nous 


n 
avons Da = —-n-Llet si la fonction entire f(x) verifie les &quations 
we fa+h)- Ma)=zk, =12..,n U) 
dans le domaine de (z,z) considere, cette fonetion se reduit & un polynome de degre& 


n +1. L’aut. donne aussi la generalisation de cette propriet& dans le cas d’un nombre 
quelconque de variables. Les &quations (1) sont alors remplacees par 


Mzı eis Yılı, % + Yahı, mt Ym';) ZR ÄczE Lg, Im) = zh;, (=1, 2,...,) 
h, &tant n fonctions analytiques, distinctes et differentes de zero danz un certain domaine 


N m 
des2m + 1 variables complexes x, , 12, - - ., Im» Yı: Ya» - - -> Ym» ?- si >) Dig = 
i=1j=1 
—= —n —1, la fonction f, supposse entiere, se reduit & un polynome de degren +1. 
T. Popoviceiu (Cernäufi). 
Wirtinger, Wilhelm: Über eine Minimalaufgabe im Gebiete der analytischen 
Funktionen von mehreren Veränderlichen. Mh. Math. Phys. 47, 426—431 (1939). 
Assegnata una funzione complessa ®(x,, Yy.) («=1,...,n), definita nella iper- 
sfera /’ di centro l’origine e raggio 1 dello spazio 2n-dimensionale delle variabili com-. 
plesse 2, = 2. + y,, si risolve il problema (gi trattato dall’A. per n=1; questo 
Zbl. 5, 361) di determinare una funzione analitica f(2),...,2%), che renda minimo 


l’integrale I® - M?da,dyı .. - dandyn- 
2 


La soluzione, che & unica, & fornita dalla formula: 


ER! DIEZE )al der sendchdl, 
Ita (= il M-aat tert 


;% 
E. Martinelli (Roma). 

Wachs, Sylvain: Sur les transformations pseudo-eonformes admettant un point- 
frontiere invariant. ©. R. Acad. Sci., Paris 208, 1871—1873 (1939). 

Ergänzung zu den beiden letzten Noten (dies. Zbl. 18, 370 und 21, 144). Im Gegen- 
satz zu ihnen werden hier solche Vergleichskörper (nach der Methode von St. Berg- 
mann) herangezogen, deren ausgezeichnete Randfläche durch © läuft. Behnke. 

Fueter, Rud.: Über vierfachperiodische Funktionen. Mh. Math. Phys. 48, 161—169 
(1939). 

Verf. konstruiert im Bereiche einer Quaternionenvariablen 2 zu vorgegebenen 
Perioden Q = m, ©; + My; + M3®z + m4@4, wo Det (w;) + 0 und m,, m,, m;, m, 
alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen, eine rechts- und zugleich 
linksreguläre Funktion p„,n,n,(2). Die hier auftretenden Indizes n, sind nichtnegative 
ganze Zahlen mit n=n, +Nne+n,. Für n>1 besitzen diese Funktionen nur die 
isolierten, außerwesentlich singulären Stellen z—= 2 von der Ordnung n +3. — Alle 
vierfach periodischen rechtsregulären Funktionen f(z) einer Quaternionenvariablen, 
die im endlichen R, nur außerwesentliche Singularitäten besitzen, lassen sich durch 


Integrale v—1 
> >23 Kamm (6)) Pr (2 — 6); 


n=0 (n) P 
wo c alle Punkte der Singularitätenmannigfaltigkeit 9 von f(z) durchläuft und » die 
Ordnung von p ist, darstellen. — Zu den hier behandelten vierfach periodischen Funk- 
tionen gehören vor allem die vierfach periodischen Funktionen zweier komplexen Ver- 
änderlichen. Es sind diejenigen vierfach periodischen regulären Quaternionenfunk- 
tionen, bei denen die dritte und vierte Komponente der abhängigen Veränderlichen 
identisch Null sind. Behnke (Münster i. W.). 


